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具有季节性的周期性传染病模型及基本再生数研究
张睿桐， 曹连英*

（东北林业大学 理学院,黑龙江 哈尔滨 150040）
摘 要：基于传染病的季节性特征，研究一种周期不连续传染病模型，讨论其解的存在性和唯

一性，通过引入的线性积分算子与谱半径定义了该周期不连续系统的基本再生数，并结合微分方

程的相关思想给出该周期不连续系统的基本再生数，为后续周期不连续传染病模型的研究奠定了

基础。
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Study on the Model of Periodic Infectious Disease with Seasonality 
and Basic Regeneration Number

ZHANG　Ruitong， CAO　Lianying*

（College of Science， Northeast Forestry University， Harbin 150040， China）
Abstract:Based on the seasonal characteristics of infectious diseases, a model of periodic discontinuous infectious diseas⁃
es is developed, and the existence and uniqueness of its solutions are discussed. The basic regeneration number of the peri⁃
odic discontinuous system is defined by introducing linear integral operators and spectral radius, and the basic regeneration 
number of the periodic discontinuous system is given by combining the relevant ideas of differential equations. It lays a 
foundation for the study of subsequent cycle discontinuous infectious disease model.
Keywords:periodic discontinuity; basic regeneration number; epidemic model

传染病严重影响人类的健康和生活质量，给身心造成伤害，如新冠肺炎、猴痘、霍乱、登革热等。随着传

染病模型的提出，数学模型已经成为研究传染病传播、控制的重要工具。近年来，有大量文献对传染病进行

了研究，例如分析传染病的动力学性质、疫情变化趋势、传染病预防、控制等。目前对传染病的防控措施主

要是疫苗接种、隔离等[1]，研究表明疫苗接种和隔离可以有效地阻断传染病的传播[2-3]。
在疾病传播的过程中，周期性的波动是十分常见的[4]。例如，预防某些传染病的疫苗接种计划就是周期

性的，气候的变化以及周而复始的日常生活（如学校的开学和放假，法定节假日等）也具有典型的周期性特

征，从而导致一些传染病也具有周期性。在一个周期内传染病传播特性随时间的变化而变化，有时亦呈现

不连续性。

基本再生数是传染病一个非常重要的指标。对于传统的传染病模型如非周期系统，已经有一些成熟方

法能计算出基本再生数。例如，Guo 等[5]给出了具有不连续治疗策略的 SIR 传染病模型的基本再生数。对于

周期连续系统，Wang 等[6]讨论了计算周期连续系统基本再生数的方法。Tang 等[7]讨论了一种周期不连续系
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统及基本再生数的阈值动力学行为。基于上述研究内容，本文研究一种轻、重症状感染者的六仓室周期不

连续传染病模型，主要研究该周期不连续系统解的存在性和唯一性以及系统的基本再生数。

1 模型建立 

依据一些传染病传播强弱与患病严重程度的特点，本文将人群分为 6 类人群：易感人群 S、未确诊具有感

染性且症状较轻人群 Ia（包括无症状感染人群）、未确诊具有感染性且症状较重的人群 Ib、确诊为轻症状感染

者自主居家隔离的人群 Qh、确诊为重症状感染者并被医院隔离治疗的人群 QH、被治愈的感染人群 R，Λ 为总

人口。考虑到疫苗接种、气候变化、学校的开学和放假等典型的周期性特征以及不连续特征，建立了一种不

连续的周期传染病模型。设 ω > 0 为疾病的传播周期，模型假设如下：

1）感染者分为轻症状感染者和重症状感染者 2 类，且这 2 类感染者都能通过接触感染易感人群。假设

易感人群接触重症状感染者会被感染为轻症状或重症状感染者，而易感人群接触轻症状感染者会被感染为

轻症状感染者。

2）传染病具有周期特征且疾病的传播是不连续的。为便于研究，我们将疾病传播周期划分为 2 个阶段：

疾病传染率低的阶段称为淡季，用 J1 来表示；疾病传染率高的阶段称为旺季，用 J2 来表示。假设疾病传播初

期传染率低。其中，

J1 = ∪
m = 0

+∞ )[mω,mω + ( )1 - θ ω ，J2 = ∪
m = 0

+∞ )[mω + ( )1 - θ ω, ( )m + 1 ω 。

记 βa( t)为易感者与轻症状感染者接触感染为轻症状感染者的感染率，βb( t)为易感者与重症状感染者接

触感染为轻症状感染者的感染率，β ( t)为易感者与重症状感染者接触感染为重症状感染者的感染率。并假

设每一阶段感染率为常数，如下所示：

βa( t) = ì
í
î

βa1,t ∈ J1
βa2,t ∈ J2

 ， βb( t) = ì
í
î

βb1,t ∈ J1
βb2,t ∈ J2

， β ( t) = ì
í
î

β1,t ∈ J1
β2,t ∈ J2

 。
基于以上假设，建立如下周期不连续传染病模型：
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dS
dt = A - βaSIa - βbSIb - βSIb - μS,
dIadt = βaSIa + βbSIb - ( )μ + ra Ia,
dIbdt = βSIb - ( )μ + d + rb Ia,
dQhdt = ra Ia - ( )μ + δh Qh,
dQHdt = rb Ib - ( )μ + d + δH QH,
dR
dt = δhQh + δHQH - μR,

(1)

易得无病平衡点 E0 为( A
μ ,0,0,0,0,0)。

记系统初值 P0 = (S0, Ia0, Ib0, Qho, QH0 )，记总人数 Λ ( t) =
S ( t) + Ia( t) + Ib( t) + Qh( t) + QH( t) + R ( t)，模 型 参 数 如 表 1
所示，疾病传播如图 1 所示。

这里参数 A、μ、d、βa、βb、β、ra、rb、δh、δH 均为非负。考虑重

症状感染者到医院隔离治疗比相较于轻症状感染者自主居

家隔离比要大，故假设 rb > ra。

考虑如下系统:

表 1　模型的参数定义

Table 1　Parameter definition of the model

参数

A
μ

d

ra
rb
δh
δH

定义

单位时间内人数的变化

自然死亡率

因病死亡率

轻症状感染者被居家隔离的速率

重症状感染者被医院治疗隔离的速率

轻症状感染者居家隔离后的恢复率

重症状感染者医院隔离后的恢复率
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dS
dt = A - βa( )t SIa - βb( )t SIb - β ( )t SIb - μS,
dIadt = βa( )t SIa + βb( )t SIb - ( )μ + ra Ia,
dIbdt = β ( )t SIb - ( )μ + d + rb Ib,
dQhdt = ra Ia - ( )μ + δh Qh,
dQHdt = rb Ib - ( )μ + d + δH QH。

(2)

记 D0={P=(S,Ia,Ib,Qh,QH ) | P≥0,0≤S+Ia+Ib+Qh+QH≤Λ ( )0 }，显

然 D0 ⊂ R5+。

定理1.1　对于任意 P0 ∈ D0，在初值下的系统(2)在 R+ 中有唯一全局解，

φ ( t,P0 ) = (S ( t,P0 ) ,Ia( t,P0 ) ,Ib( t,P0 ) ,Qh( t,P0 ) ,QH( t,P0 ) )。
证明　仿照文献[7]证明，可知定理 1.1 成立，并且 φ ( t,P0 )对于 t 和系统(2)所有参数都连续，且对于任意

t ∈ R+，有 φ ( t,P0 ) ⊆ D0，解 φ ( t,P0 )在 P0 处是可微的。

2 基本再生数 

设 x = ( Ia,Ib,Qh,QH ) T
。首先，将系统(2)的感染仓室线性化，

F =
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，
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( )μ + ra Ia

( )μ + d + rb Ib

( )μ + δh Qh - ra Ia

( )μ + d + δH QH - rb Ib

。

E0 处对应的 Jacobi 矩阵 F、V如下：

F i( t)=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
βai A

μ
βbi A

μ 0 0
0 βi A

μ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

, i=1,2, V=
æ
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÷
μ+ra 0 0 0

0 μ+d+rb 0 0
-ra 0 μ+δh 0
0 -rb 0 μ+d+δH

， 

记 F͂ ( t)=χJ1( t)⋅F1+χJ2( t)⋅F2。其中，

χJi( t) = {1, t ∈ Ji,
0, t ∉ Ji,

且 F͂ ( t)是周期为 ω 的周期函数。

不连续系统感染仓室线性化系统如下：

dx
dt = (F͂ ( t) - V ) x，t ∈ (J1 ∪ J2 )。 (3)

在计算基本再生数之前，定义一个线性算子 L。

考虑线性系统：

图 1　疾病的传播过程示意图

Figure 1　Diagram of how a disease 
spreads
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dx ( )tdt = -Vx ( t)， (4)
并设 Y ( t,s)(t ≥ s)为线性系统(4)的演化算子，满足

d
dt Y ( t,s) = -VY ( t,s) , t ≥ s,Y ( )s,s = E4, (5)

其中E4 是一个 4 × 4 单位矩阵，易得 Y ( t,s) = e-V ( )t - s 。

记 I ( s)为感染仓室中感染个体的分布，则 F͂ ( s) I ( s)为在 s 时刻引入的感染个体产生的新感染的分布。

设 t ≥ s，Y ( t,s) F͂ ( s) I ( s)为在 s 时刻新感染的个体且在 t 时刻仍留在感染仓室的感染个体的分布，则其从-∞
到 t的积分为

∫-∞

t

Y ( t,s) F͂ ( s) I ( s)ds = ∫0
∞
Y ( )t,t - a F͂ ( )t - a I ( )t - a da ,

该积分的意义为到时间 t之前所有新增感染者的分布。

设 Cω = C (R,R4 )为巴拿赫空间中以 ω 为周期的连续函数，定义其最大范数的表示为 ⋅
c
。故有 I ( )s

c
=

max
s ∈ [ ]0.ω  I ( )s 1，C+

ω = {I ( )s ∈ Cω:I ( s) > 0, }s ∈ R 。

定义 L(Cω → Cω)为下一个感染算子，

L ( I ) ( t) = ∫-∞

t

Y ( )t,s F͂ ( s) I ( s)ds = ∫0
∞
Y ( )t,t - a F͂ ( )t - a I ( )t - a da。

L 的谱半径定义为基本再生数，即

R0: = ρ (L )。 (6)
下面给出算子 L 的一些性质。

定理2.1　算子 L 是正的、连续的、紧的。

证明　易得算子 L 在 Cω 上是正的。注意到 Y ( t + ω,t + ω - a) = e-Va 和 I ( t)的周期性，显然 L 为 Cω → Cω

上的算子。

用符号 ⋅ 1 来表示向量和矩阵的 1 范数。∃K > 0、k > 0 使得

 Y ( )t,s 1 ≤ Ke-k ( )t - s ,   ∀t ≥ s,s ∈ R，

∃K1 > 0，使 F͂ ( )t 1 < K1。∀t ∈ R，a ∈ )[0,+∞ ，则有

 Y ( )t,t - a F͂ ( )t - a 1 ≤ KK1e-ka， (7)
故

 L ( )I ( )t 1 = 





∫0

∞
Y ( )t,t - a F͂ ( )t - a I ( )t - a da

1
=







 





∑

j = 0

∞ ∫
jω

( )j + 1 ω

Y ( )t,t - a F͂ ( )t - a I ( )t - a da
1

≤

∑
j = 0

∞ ∫
jω

( )j + 1 ω

 Y ( )t,t - a F͂ ( )t - a I ( )t - a 1da ≤

∑
j = 0

∞ ∫jω

( )j + 1 ω

KK1e-ka I ( )t - a 1da ≤
ωKK1∑

j = 0

∞
e-kjω ⋅  I

c
，

由于∑
j = 0

∞
e-kjω 收敛，得 L 为有界算子，故 L 连续，且在 Cω 的任意有界集 Φ上{L ( I )}一致有界。

下证在 Cω 的任意有界集 Φ上{L ( I )}等度连续。

注意到V可相似对角化，即存在可逆矩阵T使V = T -1 υT，其中，υ = diag (V )，则有 eVt = T -1eυtT。
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对I ( t)∈Φ，∀t1,t2∈[0,ω] (t1 < t2)，由拉格朗日中值定理得∃ξ ∈ ( t1,t2 )，使得 e-Vt2 - e-Vt1
1 =  V 1e V 1 t( t2 - t1 )。

 L ( )I ( )t2 - L ( )I ( )t1 1 = 

 


∫-∞

t2
Y ( )t2,s F͂ ( )s I ( )s ds - ∫-∞

t1
Y ( )t1,s F͂ ( )s I ( )s ds

1
=



∫-∞

t2 ( )Y ( )t2,s - Y ( )t1,s F͂ ( )s I ( )s ds + 

∫t1

t2
Y ( )t1,s F͂ ( )s I ( )s ds ≤

∫-∞
t2  e-v ( )t2 - s - e-v ( )t1 - s

1 F͂ ( )s 1 I ( )s 1ds + ∫t1

t2 Y ( )t1,s 1 F͂ ( )s 1 I ( )s 1ds ≤
∑
i = -∞

0
KK1 I ( )t

c∫ iω

( )i + 1 ω

 e-Vt2. - e-Vt1
1 eVs

1ds + ∫t1

t2
Ke-k ( )t1 - s K1 I ( )s 1ds ≤

KK1 I
c
 V 1e V 1 ω( t2 - t1 ) T-1

1 T 1 ∑
i = -∞

0
eD͂ ( )i + 1 ω + KK1ekω I

c( )t2 - t1 ,
其中，D͂ = max{μ + ra, μ + d + rb, μ + δh, μ + d + δH}。于是，在 Cω 的任意有界集 Φ 上，因{I ( t)}有界，所以

{L ( I )}等度连续。由 Ascoli-Arzela 定理可知，算子 L 是紧的。

考虑如下周期线性系统：

dw
dt = ( - V ( t) + F͂ ( )t

λ ) w， (8)
设Wλ( t,s)(t ≥ s)为周期线性系统(8)的基解矩阵，其中 λ ∈ (0, + ∞)。

考虑 λ方程：

ρ (Wλ(ω,0) ) = 1。 (9)
引理2.1　(1)若 λ0 > 0 是方程(9)的一个正解，那么 λ0 是算子 L 的特征值且 R0 > 0。(2)如果 R0 > 0，则 λ =

R0 是方程(9)唯一的解。

由文献[6]定理 2.1 类似的证明方法可证引理 2.1 成立。

下面给出本系统的基本再生数。

定理2.2　系统(1)的基本再生数为

R0 =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

R0 ′, Δ > μλ( )ra - rb - d
A ,

R0 ′′, Δ ≤ μλ( )ra - rb - d
A ,

其中，

R0 ′ = A[ ]βa1( )1 - θ + βa2θ
μ ( )μ + ra

,

R0 ′′ = A[ ]β2θ + β1( )1 - θ
μ ( )μ + rb + d

,
Δ = (1 - θ ) ( βa1 - β1 ) + θ ( βa2 - β2 )。

证明　首先计算系统(8)的标准基解矩阵。

当 t ∈ Ji,i = 1,2 时，

A i = -V + F i

λ = ( )Z i 0
B T1

，

其中，

Z i =
æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷-μ - ra + Aβai

μλ
Aβbi

μλ

0 -rb - μ - d + Aβi

μλ

，
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T1 = ( )-μ - δh 0
0 -μ - d - δH

，

B = ( )ra 0
0 rb

，

则系统
dw
dt = Ai w的标准基解矩阵为 eAit。得到方程(8)的标准基解矩阵为：

Wλ( t,0) = ì
í
î

ïï

ïïïï

eA1 t, t ∈ )[0, ( )1 - θ ω ,
M͂, t ∈ )[ ( )1 - θ ω,ω ,

其中，M͂ = eA2[ ]t - ( )1 - θ ω ⋅ eA1( )1 - θ ω，故Wλ(ω,0) = eA2 ⋅ θω ⋅ eA1 ⋅ ( )1 - θ ω。

其次，易得矩阵Wλ(ω,0)的特征值为

λ1 = e( )-μ - ra + Aβa2
μλ ⋅ θω + ( )-μ - ra + Aβa1

μλ ⋅ ( )1 - θ ω,
λ2 = e( )-rb - μ - d + Aβ2

μλ ⋅ θω + ( )-rb - μ - d + Aβ1
μλ ⋅ ( )1 - θ ω,

λ3 = e( )-μ - δh θω + ( )-μ - δh ( )1 - θ ω,
λ4 = e( )-μ - d - δH θω + ( )-μ - d - δH ( )1 - θ ω,

则有 ρ (Wλ(ω,0) ) = max{λ1,λ2,λ3,λ4}，由指数函数单调递增的性质可知

ρ (Wλ(ω,0) ) =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

λ1, Δ > μλ( )ra - rb - d
A ,

λ2, Δ ≤ μλ( )ra - rb - d
A 。

最后，利用引理 2.1 可知，定理 2.2 成立。

本文也适用于多阶段的不连续周期系统的基本再生数计算。

3 结论 

本文利用积分算子和谱半径等方法计算出周期不连续传染病模型的基本再生数。由于该模型是在采

取隔离措施的基础上进行研究，故后续将移除隔离仓室对其进行讨论，并结合实际数据对模型进行数值模

拟，为预测相关传染病发展趋势提供思路。
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