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具有4个相异指数随机变量的串联系统的条件
样本间隔

张正成*， 钟新澳
（海南师范大学 数学与统计学院，海南 海口 571158）

摘 要：基于具有 4 个独立不同指数分布元件的串联系统在某时刻失效时的元件剩余寿命，引

入条件样本间隔概念，借助概率论与随机过程得到了其生存函数、期望和协方差等。然后，证明出

了第一个条件样本间隔的生存函数关于元件的失效率是舒尔凸的。最后得到了第二个条件样本

间隔在普通随机序意义下小于等于第三个条件样本间隔。所得结论将为设计最优系统和寿命检

验提供理论依据。
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The Conditional Sample Spacings of Series Systems with Four 
Divergence Components Random Variables

ZHANG　Zhengcheng*， ZHONG　Xin′ao
（School of Mathematics and Statistics， Hainan Normal University， Haikou 571158， China）

Abstract:When a series system with four independent components distributed as exponential fails at some time, the con⁃
ditional spacings are introduced. By probability and stochastic process, the survival functions, the expectation and covari⁃
ance of conditional sample spacings are obtained. Then, the first spacing is proved to be Schur convex about the hazard 
rates of components lifetimes. In the end, a stochastic comparison between the second conditional spacing and the third one 
is investigated. The results obtained will provide theory basis for designing optimal system and life tests.
Keywords:conditional sample spacings; series systems; joint distribution; stochastic orders; exponential distributions

令 Xi,n 是独立且非负的随机变量 X1,X2,…,Xn 中第 i 个顺序统计量。基于顺序统计量的样本间隔对应于生

存领域系统中元件连续失效时刻之间的差:Di,n = (Xi + 1,n - Xi,n )，D*
i,n = (n - i) (Xi + 1,n - Xi,n ) , i ∈ {1, 2,…,n - 1}，

其被分别称为样本间隔和标准样本间隔。过去许多学者研究了 Di,n(D*
i,n ) 和 Di + 1,n(D*

i + 1,n ) 之间的随机性

质，例如，当元件寿命是任意连续分布且具有递减的失效率时，Pledger 和 Proschan[1]得到了 D*
i,n ≤ st D*

i + 1,n，
i ∈ {1, 2, …,n - 1}，Kochar 和 Korwar[2]将此结论从普通的随机序意义下加强到了似然比序意义下。关于更多

它们的随机性质参考文献[3-4]。
指数分布及其对应的顺序统计量以及样本间隔在许多领域都发挥着重要作用，许多学者已经对独立不

同分布的指数变量的样本间隔之间的随机性质进行了研究，例如 Kochar 和 Rojo[5]等。Bapat 和 Beg[6]研究了样
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本中具有不同失效率参数的独立指数随机变量的顺序统计量的分布理论及间隔性质；最近 Zhang 等[7]指出，

由 n 个元件构成的串联系统在某时刻失效时系统中还剩余 n - 1 个没有失效的元件，这些没有失效的元件可

以用来进行寿命试验，也可以用到其他系统中去。此外他们把这些没有失效元件的寿命看作是一组新的样

本，这些新样本构成的样本间隔被称为条件样本间隔，即 Dt
i,n - 1 = (Xi + 1,n - Xi,n|X1,n = t)，Dt,*

i,n - 1 = (n - i) (Xi + 1,n -
Xi,n|X1,n = t)，i ∈ {1, 2,…,n - 1}，t > 0，在给定的元件寿命是独立同分布且为任意连续随机变量时，Zhang 等[7]

研究了条件样本间隔的生存函数及其随机性质。

对于元件寿命是独立不同分布的情况截至目前还没有研究者给予关注。因此本文主要研究基于具有

不同失效率参数的独立指数随机变量的串联系统在某时刻失效时的条件样本间隔及其各种性质。

定义1　假设 X 和 Y 是 2 个元件的寿命，其分别具有分布函数 F (x)和 G (x)，以及对应的概率密度 f (x)和

g (x)，分别用 F̄ (x) = 1 - F (x)和 Ḡ (x) = 1 - G (x)来表示其各自的生存函数。如果对于所有的 x，有 F̄ (x) ≤
Ḡ (x)，那么在普通随机序意义下，随机变量 X 比 Y随机小，记作：X ≤ stY，可参考文献[8]。

定义２　令 x = (x1,x2,…,xn )和 y = (y1,y2,…,yn )是两个 n 维向量，并用 x( )1 ≤ x( )2 ≤ ⋯ ≤ x( )n 和 y( )1 ≤ y( )2 ≤
⋯ ≤ y( )n 分别表示 x和 y的分量按递增顺序的重新排列。对于 j ∈ {1, 2,…,n - 1}，如果∑

i = 1

j

y( )i ≥ ∑
i = 1

j

x( )i ，并且

∑
i = 1

n

y( )i = ∑
i = 1

n

x( )i ，则称 x在占优序意义下小于等于y，记作 x ≤m y。一个定义在集合A ⊂ Rn 上的实值函数 ϕ 如果

满足以下条件：

x ≤m y ⇒ ϕ (x) ≤ ( ≥ ) ϕ (y)，
那么此函数在集合A上被称为是舒尔凸(凹)的，详情请参考文献[9]。

在本文中，我们使用“递增”和“递减”分别表示“不减”和“不增”的含义。

1 主要结论及证明 

令 Xi 是独立指数分布并且分别具有失效率参数 λi(i = 1,2,3,4)，设 s = λ1 + λ2 + λ3 + λ4，那么对于 i =
1,2,3 和固定的 t > 0，令 Dt

i,3 = (Xi + 1,4 - Xi,4|X1,4 = t)和 Dt,*
i,3 = (4 - i) (Xi + 1,4 - Xi,4|X1,4 = t)分别表示基于具有 4 个

独立指数分布元件的串联系统的条件样本间隔和标准条件样本间隔。

对于固定时刻 t > 0，第一个条件样本间隔(X2,4 - X1,4|X1,4 = t)的生存函数为

P (Dt1,3 > x) = P (X2,4 - X1,4 > x|X1,4 = t) =
∑
i = 1

4
P ( )X2,4 - X1,4 > x,X1,4 = Xi|X1,4 = t =

∑
i = 1

4
P ( )X2,4 - X1,4 > x|X1,4 = Xi = t P (X1,4 = Xi|X1,4 = t) =

∑
i = 1

4
e-( )λj + λk + λm x ⋅ λi

s =
∑
i = 1

4 λi

s e( )λi - s x,
上述倒数第二个不等式成立是因为

P (X1,4 = Xi|X1,4 = t) =
P ( )Xj > Xi,Xm > Xi,Xk > Xi,Xi = t

P ( )X1,4 = t
= λi

s ,
其中{i, j, k, m}是{1, 2, 3, 4}的任意排列。

如上述第一个条件样本间隔的生存函数所示，可以得到
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P (Dt,*1,3 > x) = ∑
i = 1

4 λi

s e
( )λi - s x

3 。
定理1　对于固定的 t > 0，Dt1,3 的生存函数关于(λ1,λ2,λ3,λ4 )是舒尔凸的。

证明　在每一个固定点 x > 0，对于 i = 1,2,3,4，显然 λieλi x 关于 λi 是凸的。因此由文献[10]可知，对于 x，

间隔 Dt1,3 的生存函数∑
i = 1

4 λi

s e( )λi - s x = e-sx

s ∑
i = 1

4
λieλi x 关于失效率参数(λ1, λ2, λ3, λ4 )是舒尔凸的，即结论成立。

对于固定时间 t和任意的 x > 0，条件样本间隔(X3,4 - X2,4|X1,4 = t)的生存函数为

P (Dt2,3 > x) =
P (X3,4 - X2,4 > x|X1,4 = t) =

∑
i = 1

4
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X1,4 = Xi|X1,4 = t =

∑
i = 1

4
P ( )X3,4 - X2,4 > x|X1,4 = Xi = t P (X1,4 = Xi|X1,4 = t)。 (1)

另外，在式（1）的最后一个等式中，对于固定的 t > 0和任意的x > 0，条件概率P (X3,4 - X2,4 > x|X1,4 = Xi = t)
的计算过程如下:

P (X3,4 - X2,4 > x|X1,4 = Xi = t) =
∑

j ≠ i,j = 1

4
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X2,4 = Xj|X1,4 = Xi = t =

∑
j ≠ i,j = 1

4 ∫t

+∞
P ( )X3,4 - y > x|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t P (X2,4 = Xj = y|X1,4 = Xi = t)dy =

∑
j ≠ i,j = 1

4 ∫
t

+∞
e-( )λk + λm x λje

-( )λj + λk + λm ( )y - t dy =

∑
j ≠ i,j = 1

4 λj

λj + λk + λm
e-( )λk + λm x。 (2)

综上所述，由等式(2)可得第二个条件样本间隔的生存函数为

P (Dt2,3 > x) = P (X3,4 - X2,4 > x|X1,4 = t) = 1
s ∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj

λj + λk + λm
e-( )λk + λm x。 (3)

注1　由式(3)可知，给定一个由 4 个独立但不同指数分布的元件构成的串联系统寿命为 Xi 的元件在 t 时

刻失效时，第二个条件样本间隔的生存函数不依赖于其寿命。

如第二个条件样本间隔的生存函数，第二个标准条件样本间隔 Dt,*2,3 的生存函数为

P (Dt,*2,3 > x) =
P (2 (X3,4 - X2,4|X1,4 = t) > x) =

∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi

s ∫
t

+∞
e- ( )λk + λm x

2 λje
-( )λj + λk + λm ( )y - t dy =

1
s ∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj

λj + λk + λm
e- ( )λk + λm x

2 。
此外，对于固定的时间 t和任意的 x > 0，第三个条件样本间隔 Dt3,3 的生存函数为

P (Dt3,3 > x) =
P (X4,4 - X3,4 > x|X1,4 = t) =

∑
i = 1

4
P ( )X4,4 - X3,4 > x,X1,4 = Xi|X1,4 = t =

∑
i = 1

4
P ( )X4,4 - X3,4 > x|X1,4 = Xi = t P (X1,4 = Xi|X1,4 = t)。
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根据顺序统计量的马尔可夫性，我们计算上式中最后一个等式的条件概率 P (X4,4 - X3,4 > x|X1,4 = Xi = t)
如下：

P (X4,4 - X3,4 > x|X1,4 = Xi = t) =
∑

j ≠ i,j = 1

4
P ( )X4,4 - X3,4 > x,X2,4 = Xj|X1,4 = Xi = t =

∑
j ≠ i,j = 1

4 ∫t

+∞
P ( )X4,4 - X3,4 > x,X2,4 = Xj = y|X1,4 = Xi = t dy =

∑
j ≠ i,j = 1

4 ∫
t

+∞
P ( )X4,4 - X3,4 > x|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t P (X2,4 = Xj = y|X1,4 = Xi = t)dy =

∑
j ≠ i,j = 1

4 ∫
t

+∞ 1
λk + λm

( )λke-λm x + λme-λk x λje
-( )λj + λk + λm ( )y - t dy =

∑
j ≠ i,j = 1

4 λj

λj + λk + λm

λke-λm x + λme-λk x

λk + λm
。 (4)

其中式（4）中第四个等式的成立基于以下事实：

P (X4,4 - X3,4 > x|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t) =
P (X4,4 - X3,4 > x,X3,4 = Xk|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t) +
P (X4,4 - X3,4 > x,X3,4 = Xm|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t) =

∫y

+∞
P ( )X4,4 - X3,4 > x,X3,4 = Xk = z|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t dz +

∫y

+∞
P ( )X4,4 - X3,4 > x,X3,4 = Xm = z|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t dz =

∫y

+∞
P ( )X4,4 - X3,4 > x|X3,4 = Xk = z,X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t ×

P (X3,4 = Xk = z|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t)dz +
∫y

+∞
P ( )X4,4 - X3,4 > x|X3,4 = Xm = z,X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t ×

P (X3,4 = Xm = z|X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t)dz =
∫y

+∞
e-λm x λke

-( )λk + λm ( )z - y dz + ∫y

+∞
e-λk x λme-( )λk + λm ( )z - y dz =

1
λk + λm

(λke-λm x + λme-λk x ) ,
并且式(4)中第三个等式的条件概率 P (X2,4 = Xj = y|X1,4 = Xi = t)的计算如下：

P (X2,4 = Xj = y|X1,4 = Xi = t) =
P ( )X2,4 = Xj = y,X1,4 = Xi = t

P ( )X1,4 = Xi = t
=

λi λje
-( )λj + λk + λm ye-λit

λie
-( )λi + λj + λk + λm t

=
λje

-( )λj + λk + λm ( )y - t 。
综上所述，由等式(4)可知第三个条件样本间隔的生存函数如下：

P (Dt3,3 > x) = P (X4,4 - X3,4 > x|X1,4 = t) = 1
s ∑

i = 1

4 ∑
i ≠ j,j = 1

4 λi λj

λj + λk + λm

λke-λm x + λme-λk x

λk + λm
。

对于任意的 x > 0、y > 0、z > 0 和固定的时间 t > 0，前三个间隔的联合生存函数为
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P (Dt1,3 > x,Dt2,3 > y,Dt3,3 > z ) =
P (X2,4 - X1,4 > x,X3,4 - X2,4 > y,X4,4 - X3,4 > z|X1,4 = t) =

∑
i = 1

4
P ( )X2,4 - t > x,X3,4 - X2,4 > y,X4,4 - X3,4 > z,X1,4 = Xi|X1,4 = t =

∑
i = 1

4
P ( )X2,4 - t > x,X3,4 - X2,4 > y,X4,4 - X3,4 > z|X1,4 = Xi = t ×

P (X1,4 = Xi|X1,4 = t) =
∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4
P ( )X2,4 - t > x,X3,4 - X2,4 > y,X4,4 - X3,4 > z,X2,4 = Xj|X1,4 = Xi = t ×

P (X1,4 = Xi|X1,4 = t) =
∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 ∫
t

+∞
P ( )X2,4 - t > x,X3,4 - X2,4 > y,X4,4 - X3,4 > z,X2,4 = Xj = h|X1,4 = Xi = t dh ×

P (X1,4 = Xi|X1,4 = t)。 (5)
我们注意到，对于固定的 t > 0,式(5)的最后一个等式中的积分计算如下：

∫t

+∞
P ( )X2,4 - t > x,X3,4 - X2,4 > y,X4,4 - X3,4 > z,X2,4 = Xj = h|X1,4 = Xi = t dh =

∫t + x

+∞
P ( )X3,4 - h > y,X4,4 - X3,4 > z|X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t ×

P (X2,4 = Xj = h|X1,4 = Xi = t)dh =
∫

t + x

+∞ ∑
m ≠ i ≠ j,m = 1

4
P ( )X3,4 - h > y,X4,4 - X3,4 > z,X3,4 = Xm|X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t ×

P (X2,4 = Xj = h|X1,4 = Xi = t)dh =
∫

t + x

+∞ ∑
m ≠ i ≠ j,m = 1

4
P ( )X3,4 - h > y,X4,4 - X3,4 > z|X3,4 = Xm,X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t ×

P (X3,4 = Xm|X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t) × P (X2,4 = Xj = h|X1,4 = Xi = t)dh =
∫t + x

+∞ e-( )λk + λm y

λk + λm
(λke-λm z + λme-λk z )λje

-( )λj + λk + λm ( )h - t dh =
λje

-λj x - ( )λk + λm ( )x + y

( )λk + λm ( )λj + λk + λm

(λke-λm z + λme-λk z )。 (6)
其中式(6)中的第四个等式成立基于下述事实：

P (X3,4 - h > y,X4,4 - X3,4 > z|X3,4 = Xm,X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t) ×
P (X3,4 = Xm|X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t) =

∫h

+∞
P ( )X3,4 - h > y,X4,4 - X3,4 > z|X3,4 = Xm = u,X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t ×

P (X3,4 = Xm = u|X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t)du =
∫h + y

+∞
P ( )X4,4 - u > z|X3,4 = Xm = u,X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t ×

P (X3,4 = Xm = u|X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t)du =
∫h + y

+∞
e-λk z λme-( )λk + λm ( )u - h du =
λm

λk + λm
e-λk z e-( )λk + λm y。

所以，对于固定的 t > 0,对上式求和如下：
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∑
m ≠ i ≠ j,m = 1

4
P ( )X3,4 - h > y,X4,4 - X3,4 > z|X3,4 = Xm,X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t ×

P (X3,4 = Xm|X2,4 = Xj = h,X1,4 = Xi = t) =
λm

λk + λm
e-λk z e-( )λk + λm y + λk

λk + λm
e-λm ze-( )λk + λm y =

e-( )λk + λm y

λk + λm
(λme-λk z + λke-λm z )。

因此，由式(5)和式(6)可知，对于任意的 x > 0,y > 0, z > 0,
P (Dt1,3 > x,Dt2,3 > y,Dt3,3 > z ) =

∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi

λ1 + λ2 + λ3 + λ4
λje

-λj x - ( )λk + λm ( )x + y

( )λk + λm ( )λj + λk + λm

( )λke-λm z + λme-λk z =

∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λje
-λj x - ( )λk + λm ( )x + y

( )λ1 + λ2 + λ3 + λ4 ( )λk + λm ( )λj + λk + λm

( )λke-λm z + λme-λk z =

∑
i = 1

4 λie( )λi - s x

s ∑
j ≠ i,j = 1

4 λje
-( )λk + λm y

( )λk + λm ( )λj + λk + λm

( )λke-λm z + λme-λk z 。
下面我们来探究 Dt2,3 = (X3,4 - X2,4|X1,4 = t)和 Dt3,3 = (X4,4 - X3,4|X1,4 = t)的联合分布。注意到，对于任意的

x > 0 和 y > 0，
P (Dt2,3 > x,Dt3,3 > y ) =

P (X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y|X1,4 = t) =
∑
i = 1

4
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y,X1,4 = Xi|X1,4 = t =

∑
i = 1

4
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y|X1,4 = Xi = t ×

P (X1,4 = Xi|X1,4 = t) =
∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y,X2,4 = Xj|X1,4 = Xi = t ×

P (X1,4 = Xi|X1,4 = t) =
∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 ∫
t

+∞
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y,X2,4 = Xj = z|X1,4 = Xi = t dz ×

P (X1,4 = Xi|X1,4 = t) , (7)
其中最后一个等式中的积分计算如下：∫t

+∞
P (X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y,X2,4 = Xj = z|X1,4 = Xi = t)dz =

∫t

+∞
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y|X2,4 = Xj = z,X1,4 = Xi = t ×

P (X2,4 = Xj = z|X1,4 = Xi = t)dz =
∫

t

+∞ ∑
m ≠ i ≠ j,m = 1

4
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y,X3,4 = Xm|X2,4 = Xj = z,X1,4 = Xi = t ×

P (X2,4 = Xj = z|X1,4 = Xi = t)dz =
∫t

+∞ e-( )λk + λm x

λk + λm
(λke-λm y + λme-λk y )λje

-( )λj + λk + λm ( )z - t dz =
λje

-( )λk + λm x

( )λk + λm ( )λj + λk + λm

(λke-λm y + λme-λk y ) , (8)
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上式中第三个等式的成立基于下述式(9)和式(10)的计算结果：

P (X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y,X3,4 = Xm|X2,4 = Xj = z,X1,4 = Xi = t) =
∫z

+∞(X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y,X3,4 = Xm = h|X2,4 = Xj = z,X1,4 = Xi = t)dh =
∫z + x

+∞
P ( )X4,4 - h > y|X3,4 = Xm = h,X2,4 = Xj = z,X1,4 = Xi = t ×

P (X3,4 = Xm = h|X2,4 = Xj = z,X1,4 = Xi = t)dh =
∫z + x

+∞
e-λk y λme-( )λk + λm ( )h - z dh =

λm

λk + λm
e-λk ye-( )λk + λm x, (9)

因此，

∑
m ≠ i ≠ j,m = 1

4
P ( )X3,4 - X2,4 > x,X4,4 - X3,4 > y,X3,4 = Xm|X2,4 = Xj = z,X1,4 = Xi = t =

λm

λk + λm
e-λk ye-( )λk + λm x + λk

λk + λm
e-λm ye-( )λk + λm x =

e-( )λk + λm x

λk + λm
(λme-λk y + λke-λm y )。 (10)

又由于对于固定的 t > 0 且 i ≠ j 时，可以得到式(8)中第三个等式的条件概率 P (X2,4 = Xj = z|X1,4 = Xi = t)
的计算过程如下：

P (X2,4 = Xj = z|X1,4 = Xi = t) =
P ( )X2,4 = Xj = z,X1,4 = Xi = t

P ( )X1,4 = Xi = t
=

P ( )Xm > z,Xk > z,Xj = z,Xi = t

P ( )Xm > t,Xj > t,Xk > t,Xi = t
=

e-λm ze-λk z λje
-λj z λie-λi z

e-λmte-λjt e-λktλie-λi z
=

λje
-( )λj + λk + λm ( )z - t 。 (11)

综上所述，由式(7)、式(8)和式(11)可以得到

P (Dt2,3 > y,Dt3,3 > z ) =
∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi

s
λje

-( )λk + λm y

( )λk + λm ( )λj + λk + λm

( )λke-λm z + λme-λk z =
1
s ∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λje
-( )λk + λm y

( )λk + λm ( )λj + λk + λm

( )λke-λm z + λme-λk z 。
下面求条件样本间隔的期望和方差：

E (Dt2,3 ) = 1
s ∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj

( )λk + λm ( )λj + λk + λm

，

E (Dt3,3 ) = 1
s ∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj( )λk
2 + λm

2

λk λm( )λk + λm ( )λj + λk + λm

，

E (Dt2,3 Dt3,3 ) = ∑
i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj( )λk
2 + λm

2

λk λm( )λ1 + λ2 + λ3 + λ4 ( )λk + λm
2( )λj + λk + λm

。
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因此，第二个条件样本间隔 Dt2,3 和第三个条件样本间隔 Dt3,3 的协方差为

Cov (Dt2,3,Dt3,3 ) =
E (Dt2,3 Dt3,3 ) - E (Dt2,3 ) (Dt3,3 ) =

1
s ∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj( )λk
2 + λm

2

λk λm( )λ1 + λ2 + λ3 + λ4 ( )λk + λm
2( )λj + λk + λm

-
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj

( )λk + λm ( )λj + λk + λm

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú × é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj( )λk
2 + λm

2

λk λm( )λk + λm ( )λj + λk + λm

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú。

定理2　对于所有的 x ≥ 0，固定时刻 t > 0，Dt3,3 ≥ st Dt2,3。
证明　由上述结论可知，

P (Dt3,3 > x) - P (Dt2,3 > x) =
1
s ∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj

λj + λk + λm ( )λke-λm x + λme-λk x

λk + λm
- e-( )λk + λm x =

1
s ∑

i = 1

4 ∑
j ≠ i,j = 1

4 λi λj

λj + λk + λm
e-( )λk + λm x( )λke-λk x + λme-λm x

λk + λm
- 1 。

令函数 f (x) = λkeλk x + λmeλm x

λk + λm
，显然，对于所有的 x ≥ 0, f (x)是递增的，并且 f (0) = 1。对于所有的 x ≥ 0, 

f (x) ≥ f (0) ,因此和式里面的部分是非负的，即得结论。
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