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摘 要：在现有的区间偏好关系和犹豫偏好关系基础上，首先定义了具有专家犹豫优先度的乘

性一致性区间犹豫模糊偏好关系，并提出了其一致性和评价对象优先权重之间的关系；其次，基于

模糊决策思想，建立线性规划模型，求出对应评价对象的区间权重向量；最后将模型应用于实例

中，说明其可行性。
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Multi-attribute Decision Method Based on Interval-valued Hesitant 
Fuzzy Preference Relations
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（School of Mathematics， Yunnan Normal University，Kunming 650500，China）
Abstract:Based on the existing interval-valued preference relations and hesitant preference relations, the interval-val⁃
ued hesitant fuzzy preference relations of the multiplicative consistency with expert hesitant priority is first defined, and the 
relationship between its consistency and the priority weight of the evaluation object is proposed. Secondly, based on the 
idea of fuzzy decision-making, a linear programming model is established to find the interval weight vector of the evaluation 
objects, and finally the model is applied to an example to illustrate its feasibility.
Keywords: interval-valued hesitant fuzzy preference relations; expert hesitant priority; fuzzy decision-making; priority 
weights

在决策过程中，需要决策者采用一定的方法来表达自己的决策意见，偏好矩阵即为一种决策表达方式，

是由决策者对评价对象进行两两比较而形成的矩阵，由 Satty 首先提出偏好关系的基本概念，并建立了 1~9
个标度来描述一个评价对象优于或劣于另一个评价对象的程度[1-2]。但在实际决策中，由于存在许多不确定

性和复杂性，在 Zadeh 提出的模糊集概念[3]的基础上，Orlorski 和 Tanino 提出了模糊偏好关系[4-5]。随着决策问

题的不断复杂化，在 Torra 提出的犹豫模糊集概念[6]的基础上，Xia 和 Xu 提出了犹豫模糊偏好关系[7]，旨在用

多个评价值去表示评价对象之间的优劣程度。为了更加灵活地表示优劣程度，Xu 研究了区间型的模糊偏好

关系[8]。基于这 2 类偏好关系，Chen 等提出了区间型的犹豫模糊偏好关系[9]，旨在更加准确地描述决策信息。

通过偏好关系进行决策，就需要决策者利用偏好关系得到各个评价对象的优先权重，从而对备选方案

进行排序。一些学者通过建立一致的区间偏好信息与对应权重的关系，分别建立了目标规划模型和模糊规

划模型进行求解[10-12]，而袁忽薇则提出将区间值视为三角分布的随机变量来构建规划模型进行求解[13]。还

有学者通过犹豫偏好信息的一致性和权重之间的关系，分别建立模糊规划、目标规划、0~1 混合规划等模型
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求优先权重[14-17]。而对于区间犹豫偏好关系来说，一些学者从修正偏好关系的一致性角度出发，建立修正模

型，从而间接获得优先权[18-21]，切入点较为单一。因此，区间犹豫偏好关系的优先权导出模型有待进一步发

展和完善。

本文在区间偏好关系和犹豫偏好关系的基础上，首先定义了具有专家犹豫优先度的乘性一致性区间犹

豫模糊偏好关系；其次，基于其一致性与权重的关系和模糊决策的思想，建立了线性规划模型，求出对应评

价对象的区间值权重向量；最后，将该模型应用于实例中，说明了其可行性和合理性。

1 预备知识 

1.1 模糊偏好关系　

模糊偏好关系具有相应的标度及代表的偏好程度[22]，如表 1 所示。

1.2 区间模糊偏好关系　

设 X = {x1,x2,⋯, xn}为给定的方案集，N = {1,2,⋯,n}。
定义 1[8]　设 X 上的区间模糊偏好关系为 A = (aij ) n × n

⊂ X × X，其中，aij = [aij
-,aij

+]，表示方案 xi 优于方案

xj 的程度，A 满足性质：（1）aij
- + aji

+ = aij
+ + aji

- = 1；（2）aij
+ ≥ aij

- ≥ 0。

设 a͂ = [a-,a+]，b͂ = [b-,b+]为 2 个区间数，且 λ ≥ 0。

定理1[23]　区间数的基本运算法则：

（1）a͂ + b͂ = [a- + b-,a+ + b+]；
（2）λa͂ = [λa-,λa+]，特别地，若 λ = 0,则λa͂ = 0。

定义2[23]　a͂ ≥ b͂ 的可能度为

P ( a͂ ≥ b͂) = maxìí
î

ïï
ïï
1 - max ( b+ - a-

la͂ + lb͂

,0) ,0üý
þ

ïïïï

ïï
， （1）

其中 la͂ = a+ - a-, lb͂ = b+ - b-。

本文利用定义 2 中的可能度公式对区间数进行排序，若 P ( a͂ ≥ b͂) > P ( b͂ ≥ a͂)，则 a͂ ≥ b͂ 的可能性较大 .
定义 3[11]　 设 X 上 的 区 间 模 糊 偏 好 关 系 为 A = (aij ) n × n

⊂ X × X，若 存 在 归 一 化 区 间 权 重 向 量 w =
( w̄1,w̄2,⋯,w̄n ) T

，其中 w̄i = [w-
i ,w+

i ]，使得

aij = [aij
-,aij

+] =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

[ 0.5,0.5 ] ,             i = j

[ wi
-

wi
- + wj

+ , wi
+

wi
+ + wj

- ] , i ≠ j，∀i, j = 1,2,⋯,n，

且满足 0 ≤ wi
- ≤ wi

+ ≤ 1，∑
j = 1
j ≠ i

n

wj
- + wi

+ ≤ 1，∑
j = 1
j ≠ i

n

wj
+ + wi

- ≥ 1，i = 1,2,⋯,n，则称 A = (aij ) n × n
为乘性一致性区间

模糊偏好关系。

表1　0~1标度及其对应偏好程度

Table 1　0~1 scale and its corresponding degree of preference

0~1 标度值

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

偏好程度

极度不偏好

非常不偏好

一般不偏好

稍微不偏好

同样偏好

0~1 标度值

0.6
0.7
0.8
0.9

其他值

偏好程度

稍微偏好

一般偏好

非常偏好

极度偏好

表示邻近两个标度的中间值
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1.3 区间犹豫模糊偏好关系　

设 D( [ 0,1]) 为区间[ 0,1]上的所有闭子区间的集合。

定义 4[9]　设 X 上的区间犹豫模糊偏好关系为 A′ = (a′ij ) n × n
⊂ X × X，其中 a′ij = {[ aij

σ (k) -,aij
σ (k) + ]}#a′ij

k = 1，#a′ij 表

示 a′ij 中 的 区 间 个 数 ，[ aij
σ (k) -,aij

σ (k) + ] 为 a′ij 中 第 k 小 的 区 间 ，∀i,j = 1,2,⋯,n，且 j > i，则 A′ 满 足 性 质 ：（1）
[ aij

σ (k) -,aij
σ (k) + ] ∈ D( [ 0,1])，∀k = 1,2,⋯,#a′ij；（2）aσ (k) -

ij + aji
#a′ij + 1 - σ (k) + = aσ (k) +

ij + aji
#a′ij + 1 - σ (k) - = 1，∀k = 1,2,⋯,#a′ij；（3）

a-
ii = a+

ii = 0.5。

2 具有犹豫优先度的乘性一致性区间犹豫模糊偏好关系 

2.1 具有犹豫优先度的乘性一致性区间犹豫模糊偏好关系定义　

定 义 5　 设 X 上 的 具 有 犹 豫 优 先 度 的 区 间 犹 豫 模 糊 偏 好 关 系 为 A͂ = ( a͂ij ) n × n
⊂ X × X，其 中 a͂ij =

{[ aij
σ (k) -,aij

σ (k) + ] | pij
σ (k) }#a͂ij

k = 1
，#a͂ij 表示 a͂ij 中的区间个数，[ aij

σ (k) -,aij
σ (k) + ]为 a͂ij 中第 k 小的区间，∀i,j = 1,2,⋯,n，且

j > i，pij = {pσ (1)
ij ,pσ (2)

ij ,⋯,pσ (#a͂ij )
ij }为归一化的专家犹豫优先度，即∑

k = 1

#a͂ij

pij
σ (k) = 1 且 pij

σ (k) ≥ 0，∀k = 1,2,⋯,#a͂ij，则 A͂

满足性质：

（1）[ aij
σ (k) -,aij

σ (k) + ] ∈ D( [ 0,1])，∀k = 1,2,⋯,#a͂ij；

（2）aσ (k) -
ij + aji

#a͂ij + 1 - σ (k) + = aσ (k) +
ij + aji

#a͂ij + 1 - σ (k) - = 1 且 pij
σ (k) = pji

σ (k)，∀k = 1,2,⋯,#a͂ij；

（3）a-
ii = a+

ii = 0.5。

例1

A͂ =
æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷{ }[ ]0.5,0.5 |1 { }[ ]0.2,0.3 | 0.3,[ ]0.3,0.4 | 0.7 { }[ ]0.3,0.4 0.2,[ ]0.4,0.5 | 0.8
{ }[ ]0.7,0.8 | 0.3,[ ]0.6,0.7 | 0.7 { }[ ]0.5,0.5 |1 { }[ ]0.7,0.8 |1
{ }[ ]0.6,0.7 0.2,[ ]0.5,0.6 | 0.8 { }[ ]0.2,0.3 |1 { }[ ]0.5,0.5 |1

是具有犹豫优先度的区间犹豫模糊偏好关系。

定义 6　设 X 上的具有犹豫优先度的区间犹豫模糊偏好关系为 A͂ = ( a͂ij ) n × n
⊂ X × X，若存在归一化区间

权重向量 w = ( w̄1,w̄2,⋯,w̄n ) T
，其中 w̄i = [w-

i ,w+
i ]，使得

∑
k = 1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅ [aσ ( )k -

ij ,aσ ( )k +
ij ] = é

ë

ê
êê
ê∑

k = 1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅ aσ ( )k -

ij ,∑
k = 1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅ aσ ( )k +

ij

ù

û

ú
úú
ú =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

[ 0.5,0.5 ] , i = j

[ wi
-

wi
- + wj

+ , wi
+

wi
+ + wj

- ] , i ≠ j
，∀i, j = 1,2,⋯,n，

且满足 0 ≤ wi
- ≤ wi

+ ≤ 1，∑
j = 1
j ≠ i

n

wj
- + wi

+ ≤ 1，∑
j = 1
j ≠ i

n

wj
+ + wi

- ≥ 1，i = 1,2,⋯,n，则称 A͂ = ( a͂ij ) n × n
为具有犹豫优先度

的乘性一致性区间模糊偏好关系。

2.2 基于具有犹豫优先度的乘性一致性区间犹豫模糊偏好关系的排序权重的确定　

如果具有犹豫优先度的区间犹豫模糊偏好关系 A͂ = ( a͂ij ) n × n
具有乘性一致性，则∑

k = 1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅ [aσ ( )k -

ij ,aσ ( )k +
ij ]应

等于[ wi
-

wi
- + wj

+ , wi
+

wi
+ + wj

- ]，即有

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∑
k = 1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅ aσ ( )k -

ij = wi
-

wi
- + wj

+

∑
k = 1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅ aσ ( )k +

ij = wi
+

wi
+ + wj

-

，∀i,j = 1,2,⋯,n，且 j > i， （2）
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成立。设

R( )1
ij (w) = w-

i - (w-
i + w+

j ) ⋅ ∑
k = 1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅ aσ ( )k -

ij ， （3）

R( )2
ij (w) = w+

i - (w+
i + w-

j ) ⋅ ∑
k = 1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅ aσ ( )k +

ij ， （4）
若偏好关系 A͂ = ( a͂ij ) n × n

不具有乘性一致性，则不存在归一化区间权重向量 w 使 R( )1
ij (w) = 0 及 R( )2

ij (w) = 0 完全

成立（∀i, j = 1,2,⋯,n，且 j > i），但仍要求所求得的归一化区间权重向量 w 尽可能满足式（2），即 R( )1
ij (w) ≅ 0、

R( )2
ij (w) ≅ 0（其中“≅”是模糊等式的符号，意为“基本上等于”）。

因此，本文基于模糊决策的思想，建立新的规划模型来确定区间犹豫模糊偏好关系的排序权重。首先

引入满意度函数的概念：

定义 7　设满意度函数 m( )θ
ij (w) :R( )θ

ij (w) ↦ [0,1]，其中 θ = 1,2，∀i, j = 1,2,⋯,n，且 j > i，满足性质：（1）当

R( )θ
ij (w) = 0 时，m( )θ

ij (w) = 1；（2）| R( )θ
ij (w) |的值越大，则 m( )θ

ij (w)的值越小。

定义 7 中的满意度函数 m( )θ
ij (w)可理解为：所求得的区间权重向量使得 R( )θ

ij (w)越接近 0，则决策者对该区

间权重向量越满意。该满意度函数可选取

m( )θ
ij ( )w =

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

1 - R( )θ
ij ( )w

t , 0 < R( )θ
ij ( )w < t,

1, R( )θ
ij ( )w = 0,

1 + R( )θ
ij ( )w

t , -t < R( )θ
ij ( )w < 0,

0, 其他,
其中 t 为容差参数。

因 此 ，可 以 将 权 重 的 确 定 问 题 表 示 为 模 糊 决 策 问 题 D͂ = G͂1 ∩ G͂2，其 中 G͂ 具 有 隶 属 函 数 μG͂1(w) =
min

i,j = 1,2,⋯,n, j > i
{m( )1

ij (w)}，G͂2 具 有 隶 属 函 数 μG͂2(w) = min
i, j = 1,2,⋯,n, j > i

{m( )2
ij (w)}，则 D͂ 的 隶 属 函 数 可 表 示 为 μD͂(w) =

min{μG͂1(w) ,μG͂2(w)}，∀w = ( w̄1,w̄2,⋯,w̄n ) T
，其 中 w̄i = [w-

i ,w+
i ]，且 满 足 0 ≤ wi

- ≤ wi
+ ≤ 1，∑

j = 1
j ≠ i

n

wj
- + wi

+ ≤ 1，

∑
j = 1
j ≠ i

n

wj
+ + wi

- ≥ 1，i = 1,2,⋯,n，则该决策问题的可行解可表示为 S = {(w, μD͂(w) ) |∀w = ( )w̄1,w̄2,⋯,w̄n
T}，而最优

解为(w*,λ* ) = (w*, max
w

{μD͂(w)})，则可以建立最大—最小优化模型求解区间权重向量：

(M-1) max λ

s.t.

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

 λ≤m( )1
ij ( )w , i, j=1,2,⋯,n, j>i,

 λ≤m( )2
ij ( )w , i, j=1,2,⋯,n, j>i,

 0≤wi
-≤wi

+≤1, i=1,2,⋯,n,
 ∑

j=1
j≠i

n

wj
-+wi

+≤1, i=1,2,⋯,n,

 ∑
j=1
j≠i

n

wj
++wi

-≥1, i=1,2,⋯,n,

 0≤λ≤1,
由式（3）、式（4）可将模型（M-1）写成：
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( )M-2 max λ

s.t.

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

 λt±é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úw-

i -( )w-
i +w+

j ⋅∑
k=1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅aσ ( )k -

ij ≤t, i, j=1,2,⋯,n, j>i,

 λt±é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úw+

i -( )w+
i +w-

j ⋅∑
k=1

#a͂ij

pσ ( )k
ij ⋅aσ ( )k +

ij ≤t, i, j=1,2,⋯,n, j>i,

 ∑
k=1

#a͂ij

pij
σ (k) =1, pij

σ (k) ≥0, k=1,2,⋯,#a͂ij, i, j=1,2,⋯,n, j>i,
 0≤wi

-≤wi
+≤1, i=1,2,⋯,n,

 ∑
j=1
j≠i

n

wj
-+wi

+≤1, i=1,2,⋯,n,

 ∑
j=1
j≠i

n

wj
++wi

-≥1, i=1,2,⋯,n,

 0≤λ≤1,
通过求解模型（M-2）可获得最优解 (w*, λ* )，其中 w* 为最优区间权重向量值，λ* 表示在约束条件下的最大满

意度。若在 t=0 的情况下 λ* = 1，则表示 A͂ = ( a͂ij ) n × n
是乘性一致的。在实际决策中，应适当调整容许参数 t 的

取值，从而使优化问题的解非空。

例2　根据例 1 中的 A͂，利用（M-2）计算其区间权重向量，结果如表 2 所示。

从结果中可以发现，当 t = 0 时，此问题无解，说明 A͂ 不是乘性一致性的；而在有解的情况下（t 值取适当大

时），w 的取值不会随着 t 的取值进行改变，而相应地，t 值越大，λ越大。因此，在实际决策过程中，只需选取适

当大小的 t 值进行求解权重向量即可。

3 基于区间犹豫模糊偏好关系的多属性决策 

3.1 决策模型　

假设有 n 个备选方案 X = {x1,x2,⋯,xn}，本文基于乘性一致性的具有犹豫优先度的区间犹豫模糊偏好关

系，求解出各方案的优先权重向量，从而对备选方案进行优劣排序，具体步骤如下：

步骤 1：由决策者或专家对备选方案 X = {x1,x2,⋯,xn}进行两两比较，得到具有犹豫优先度（归一化的）的

区间犹豫模糊偏好关系 A͂ = ( a͂ij ) n × n
；

步骤 2：由决策者设定容差参数 t 的值；

步骤 3：利用模型（M-2）进行求解，得各备选方案的区间权重向量；

步骤 4：由式（1）对区间权重向量进行排序，即可对备选方案进行优劣排序。

3.2 算法实例　

本文选用文献[9]中的实例对上述方法进行分析。以九甸峡水库大工程为例，水库的设计有很多用途，

表 2　区间权重向量结果

Table 2　Results of interval weight vector

t

0
0.1
0.5
1
5

w1
无解

[0.185, 0242]
[0.185, 0242]
[0.185, 0242]
[0.185, 0242]

w2

[0.499, 0.620]
[0.499, 0.620]
[0.499, 0.620]
[0.499, 0.620]

w3

[0.195, 0.260]
[0.195, 0.260]
[0.195, 0.260]
[0.195, 0.260]

λ

0.678 8
0.935 8
0.967 8
0.993 6
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如发电、灌溉、工业、农业、居民和环境等供水。根据对水量分配的不同要求，提出 4 种水库调度方案 X =
{x1,x2,x3,x4}，由专家对 4 种调度方案进行评估。

第一步，由专家对 4 种方案进行两两比较，得到具有专家犹豫优先度（归一化的）的区间犹豫模糊偏好关

系

第二步，取容差参数 t=1；

第 三 步 ，利 用 模 型（M-2）进 行 求 解 ，得 各 备 选 方 案 的 区 间 权 重 向 量 为 w1 = [0.210,0.290]，w2 =
[0.265,0.345]，w3 = [0.202,0.243]，w4 = [0.133,0.202]；

第四步，根据式（1），对权重向量进行比较，从而得到 x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x4。

4 结论 

本文基于现有的区间犹豫模糊偏好关系，提出了具有专家犹豫优先度的区间犹豫模糊偏好关系的概

念，并探讨了偏好关系一致性与评价对象的优先权重之间的关系，由此基于模糊决策思想建立了线性规

划模型，求出对应评价对象的区间值权重向量，最后将该模型应用于实例中，说明了其可行性和合理性。
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