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基于三角函数的犹豫模糊新距离测度
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摘 要：距离测度主要用于度量不同数据之间的距离，结合三角函数的距离测度也被成功地应

用于犹豫模糊集上。本文提出了基于正弦、余弦和正切函数的犹豫模糊距离测度以及含偏好的距

离测度并验证了其优良性质；最后，提出了 2 种犹豫模糊多属性决策方法，并通过能源政策选择的

案例验证了所提方法的有效性和实用性。
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New Distance Measure of Hesitant Fuzzy Set Based on 
Trigonometric Function

ZHANG　Yueyue， HUANG　Hanliang*

（School of Mathemetics and Statistics， Minnan Normal University，Zhangzhou 363000，China）
Abstract:Distance measure was mainly used to measure the distance between different data. The distance measure com⁃
bined with trigonometric function has been successfully applied in the hesitant fuzzy set. In this paper,we proposed new dis⁃
tance measures based on the hesitant fuzzy set of sine, cosine and tangent functions, and distance measure with preference 
information. Further, the properties of the proposed distance measure were discussed. Finally, two multi-attribute decision 
making methods based on hesitant fuzzy sets were proposed. The effectiveness and practicality of the proposed methods 
were demonstrated by the example of energy policy selection.
Keywords:hesitant fuzzy set; trigonometric function; distance measure; multi-attribute decision-making

模糊集（FS）是处理复杂性和不确定性问题的有力工具之一，于 1963 年被美国控制论专家 Zadeh[1]提出。

文献[2-3]考虑到隶属度、非隶属度和犹豫度 3 个因素之间的影响，提出了直觉模糊集（IFS）、区间直觉模糊集

（IVIFS）等拓展形式。在分析问题时，决策者会对一个元素属于某个集合的可能程度犹豫不决，或者决策者

对同一数据在不同时期的评估值可能发生改变，由此，文献[4]提出了犹豫模糊集（HFS），允许隶属度在单位

区间[0,1]上取一组可能值。

测度理论是解决决策问题的重要工具，有关犹豫模糊集的距离测度和相似性测度的研究已经取得了较

多成果。文献[5]提出了犹豫 Hamming 距离和犹豫 Hausdorff 距离。文献[6]考虑到决策者在评估犹豫模糊数

(HFN)的隶属度时的犹豫程度，引入了包含犹豫程度的距离测度。文献[7]为解决隶属度的偏差问题，定义了

距离度量时每种补齐方案的犹豫度的直觉犹豫模糊集的距离测度。但上述距离测度受不同的犹豫模糊数

所含元素个数等长的限制，这可能会导致结果与真实情况存在差异。针对这一问题，文献[8]提出了基于对
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偶犹豫模糊集的距离测度和熵测度，文献[9]提出了基于犹豫模糊集的不等长序列识别方法，有效地解决了

犹豫模糊数的元素个数不等长问题。有关三角函数的距离测度和相似性测度也被广泛研究。例如直觉模

糊集上的余弦相似性测度[10]打破了评价信息类型与维数限制，可以直观得出云服务质量的优劣。文献[11]将
直觉模糊相似性测度拓展到区间 q 阶 Orthopair 模糊上，提出了正弦相似性测度。文献[12]提出的 Hausdorff
距离测度将欧几里得距离运用到 2 个单点集之间，定义了 24 种距离测度，解决了集合元素个数不等长的问

题。本文受 Hausdorff 距离测度[12]的启发提出了基于正弦、余弦和正切的距离测度和加权距离测度，这些距

离测度不需要犹豫模糊数所含元素个数等长；然后，通过讨论验证了上述测度具有有界性、对称性、三角不

等式性等优良性质；最后，通过多属性决策的案例，将所提方法与现有的方法进行比较分析。结果显示，所

提方法具有有效性和实用性。

1 预备知识 

定义1[4]　给定任意非空有限集合 X，则称

A = { x,hA ( x) :x ∈ X}
为犹豫模糊集(HFS)，其中，h ( x) ∈ [ 0,1]表示 x ∈ X 属于 X 的子集 A 的所有可能程度，称 hA ( x) 为 x 关于 A 的犹

豫模糊数(HFN)。
定义2[13]　对于犹豫模糊数 h，其中 lh 为 h 中所含元素的个数，其得分函数为

s(h) = 1
lh

∑
γ ∈ h

γ。 （1）
定义3[14]　对于犹豫模糊数 h，其中 lh 为 h 中所含元素的个数，其方差函数为

υ (h) = 2
lh ( lh - 1) ∑

γi,γj ∈ h
(γi - γj )2 。 （2）

对于 2 个犹豫模糊数 h1、h2 比较大小，文献[15]给出如下法则：

（1）若 s(h1 ) > s(h2 )，则 h1 > h2；

（2）若 s(h1 ) = s(h2 )，则当 υ (h1 ) < υ (h2 )时，h1 > h2；当 υ (h1 ) = υ (h2 )时，h1 = h2。

文献[5]提出的广义犹豫加权 Hamming 距离测度如下所示：

dghw ( A,B ) = é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

k = 1

n

ωk( )1
lxk

∑
j = 1

lxk

|| hσ (i)
A ( xk )hσ ( j )

B ( xk ) λ ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

1/λ

。 （3）
文献[6]考虑到每个犹豫模糊元素的犹豫程度，定义了如下公式：

dwhug ( A,B ) = é

ë

ê
êê
ê
ê
ê1

2 ∑
k = 1

n

ωk(|u (hA ( xk ) ) - u (hB ( xk ) )|λ + 1
lxk

∑
j = 1

lxk |hσ ( j )
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )|λ )ùûúúúúúú
1/λ

， （4）
其中，记 hσ (i)

A ( xk ) 为 hA ( xk ) 中第 i 小的元素，hσ (i)
B 为 hB 中第 j 小的元素，lhA (xk )、lhB (xk ) 为犹豫模糊数 hA ( xk )、hB ( xk )

所含元素的个数。lxk
= max( lhA (xk ),lhB (xk ) )；ωk (k = 1,2,…,n ) 为元素 xk 的相关权重，满足 ωk ∈ [ 0,1]，且∑

k = 1

n

ωk = 1；

u (hA ( xk ) ) = 1 - 1
lhA (xk )

，u (hB ( xk ) ) = 1 - 1
lhB (xk )

，λ ≥ 1。

一般情况下，可以用欧几里得距离 · 来表示单个点 a 和集合 B 之间的距离 θ，其数学形式为 θ (a,B ) =
min
b ∈ B

||a - b||。文献[16]将其扩展到犹豫模糊数上，提出犹豫模糊数之间的距离测度。

定 义 4[16]　 假 设 对 任 意 xk ∈ X = {x1,x2,…,xn}，hA ( xk ) = { xk, { hσ (i)
A ( xk )|i = 1,2,…,lhA(xk ) } :xk ∈ X}，hB ( xk ) =

{ xk, }{ hσ ( j )
B ( xk )|j = 1,2,…,lhB (xk ) } :xk ∈ X 为 2 个犹豫模糊数，可定义 hA ( xk )和 hB ( xk )之间的距离如下所示：
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f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) = max{d1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ),d1 (hB ( xk ),hA ( xk ) )} =
                                       max{ max

hσ (i)
A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )||}, （5）
f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) = 1

lhA(xk ) + lhB (xk )

(d2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) + d2 (hB ( xk ),hA ( xk ) ) ) =

                                      1
lhA(xk ) + lhB (xk ) ( )∑

hσ (i)
A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )|| + ∑
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )|| , （6）
其中

d1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) = max
hσ (i)

A ∈ hA

θ (hσ (i)
A ( xk ),hB ( xk ) ) = max

hσ (i)
A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )||, （7）
d1 (hB ( xk ),hA ( xk ) ) = max

hσ ( j )
B ∈ hB

θ (hσ ( j )
B ( xk ),hA ( xk ) ) = max

hσ ( j )
B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )||, （8）
d2 (hA ( x),hB ( x) ) = ∑

hσ (i)
A ∈ hA

θ (hσ (i)
A ( x),hB ( x) ) = ∑

hσ (i)
A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( x) - hσ ( j )

B ( x)||, （9）
d2 (hB ( x),hA ( x) ) = ∑

hσ ( j )
B ∈ hB

θ (hσ ( j )
B ( x),hA ( x) ) = ∑

hσ ( j )
B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( x) - hσ ( j )

B ( x)||, （10）
θ (hσ (i)

A ( xk ),hB ( xk ) ) = min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )||，表示犹豫模糊数 hA ( xk ) 中某一犹豫模糊元素 hσ (i)
A ( xk ) 到另一

犹豫模糊数 hB ( xk )的最小欧式距离。

2 基于三角函数的新距离测度 

定义 4 是基于 Hausdorff 距离测度的基础上定义的，不受元素个数等长的限制，本节结合三角函数提出犹

豫模糊集的新距离测度、加权距离测度和含偏好的加权距离测度，并对其性质进行讨论。

定义5　给定任意非空有限集合 X = {xk|k = 1,2,…,n}，设 A = { xk,hA ( xk ) :xk ∈ X} =
{ xk ,{ }hσ (i)

A ( xk )|i = 1,2,…,lhA(xk ) :xk ∈ X}和 B = { xk,hB ( xk ) :xk ∈ X} = { xk,{ }hσ ( j )
B ( xk )|j = 1,2,…,lhB (xk ) }:xk ∈ X

是 X 上的任意 2 个犹豫模糊集，结合式（5）和式（6），分别定义 A和 B 的距离测度如下所示：

SD1 ( A,B ) = 1
n ∑

k = 1

n sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) )

                   = 1
n ∑

k = 1

n sin é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úπ

2 ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )|| ,
  （11）

SD2 ( A,B ) = 1
n∑

k = 1

n sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) )    

                  = 1
n∑

k = 1

n sin é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úπ

2 ( )1
lhA(xk ) + lhB (xk ) ( )∑

hσ (i)
A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )|| + ∑
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )|| ,
（12）

CD1 ( A,B ) = 1 - 1
n∑

k = 1

n cos é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) )    

                   = 1 - 1
n∑

k = 1

n cos é
ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úπ

2 ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )|| ,
     （13）

CD2 ( A,B )=1- 1
n∑

k=1

n cos é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) )

                   =1- 1
n∑

k=1

n cos é
ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úπ

2 ( )1
lhA(xk )+lhB (xk ) ( )∑

hσ (i)
A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||+ ∑
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| ,
（14）
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TD1 ( A,B ) = 1
n∑

k = 1

n tan é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

4 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =

                      1n∑
k = 1

n tan é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úπ

4 ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )|| ,            （15）

TD2 ( A,B )= 1
n∑

k=1

n tan é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

4 ( f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =

                      1n∑
k=1

n tan é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úπ

4 ( )1
lhA(xk )+lhB (xk ) ( )∑

hσ (i)
A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||+ ∑
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| 。 （16）
定理1　给定任意非空有限集合 X = {xk|k = 1,2,…,n}，设 A、B 和 C 是 X 上的任意 3 个犹豫模糊集，SDg( g =

1,2) 满足以下性质：

（S1）0 ≤ SDg ( A,B ) ≤ 1；（有界性）

（S2）SDg ( A,B ) = 0，当且仅当 A = B；（条件反身性）

（S3）SDg ( A,B ) = SDg (B,A)；（对称性）

（S4）若 A ≺ B ≺ C，即对任意 xk ∈ X 有 hσ (i)
A ( xk ) ≤ hσ ( j )

B ( xk ) ≤ hσ ( p)
C ( xk )，则 SDg ( A,B ) ≤ SDg ( A,C )

且 SDg (B,C ) ≤ SDg ( A,C )。（包含性）

（S5）SD1 ( A,C ) ≤ SD1 ( A,B ) + SD1 (B,C )。（三角不等式性）

证明　当 g = 1 时，

（S1）由于hA ( xk ),hB ( xk ) ∈ [ 0,1]，根据式（7）、式（8）可知，d1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ∈ [ 0,1]，d1 (hB ( xk ),hA ( xk ) )∈[ 0,1]，
则由式（5）可得 f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) )∈[ 0,1]，可推出 sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú ∈ [ 0,1]，则 SD1 ( A,B ) ∈ [ 0,1]，故有

0 ≤ SD1 ( A,B ) ≤ 1 成立。

（S2）若 SD1 ( A,B ) = 0，则 SD1 ( A,B ) = 1
n ∑

k = 1

n sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ) = 0，当 且 仅 当 对 任 意 xk ∈ X，

f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) = 0，可得 d1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) = 0，d1 (hB ( xk ),hA ( xk ) ) = 0，即 min
hσ (i)

A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )|| = 0，

max
hσ (i)

A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )|| = 0 且 min
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

 hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk ) = 0，max
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )|| = 0。

因此，对任意 hσ (i)
A ( xk ) ∈ A，hσ (i)

B ( xk ) ∈ B 有 ||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )|| = 0，从而 hσ (i)
A ( xk ) = hσ ( j )

B ( xk )，hA ( xk ) = hB ( xk )，
即 A = B。

若 A = B，则对任意 xk ∈ X，||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )|| = 0，有 d1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) = 0，d1 (hB ( xk ),hA ( xk ) ) = 0，即

f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) = 0，从 而 SD1 ( A,B ) = 1
n ∑

k = 1

n sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ) = 0。 因 此 SD1 ( A,B ) = 0，当 且 仅

当 A = B。

（S3）显然。

（S4）设 A ≺ B ≺ C，对任意 xk ∈ X，hσ (i)
A ( xk ) ∈ A,hσ ( j )

B ( xk ) ∈ B,hσ ( p)
C ( xk ) ∈ C，有 hσ (i)

A ( xk ) ≤ hσ ( j )
B ( xk ) ≤ hσ ( p)

C ( xk )。
则 ||hσ (i)

A ( xk )-hσ ( j )
B ( xk )||≤||hσ (i)

A ( xk )-hσ ( p)
C ( xk )||，根据式（7）可得 min

hσ (i)
A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||≤ min
hσ ( p)

A ∈ hA

min
hσ ( j )

C ∈ hC

||hσ (i)
A ( xk )-

hσ ( p)
C ( xk )||， max

hσ (i)
A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( j )

B ( xk )|| ≤ max
hσ ( p)

A ∈ hA

min
hσ ( j )

C ∈ hC

||hσ (i)
A ( xk ) - hσ ( p)

C ( xk )||， 可 推 出 d1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ≤
d1 (hA ( xk ),hC ( xk ) )， 同 理 d1 (hB ( xk ),hA ( xk ) ) ≤ d1 (hC ( xk ),hA ( xk ) )， 结 合 式 （5） 有 f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) )=
max{d1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ),d1 (hB ( xk ),hA ( xk ) )}≤max{d1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ), }d1 (hC ( xk ),hA ( xk ) )  。即 f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ≤
f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ，由 式（11）可 推 出

1
n ∑

k = 1

n sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ) ≤1
n ∑

k = 1

n siné
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ) ，

因此 SD1 ( A,B ) ≤ SD1 ( A,C )，同理可得 SD1 (B,C ) ≤ SD1 ( A,C )。
(S5)由文献[16]已经证明 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ≤ f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) + f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) )，这里不再说明。下面

10
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对 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ), f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ), f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) 在区间[ 0,1]上的取值进行分类讨论。

（1）当 f1 (hA ( xk ), hC ( xk ) ) ∈ [ 0,1]，f1 (hA ( xk ), hB ( xk ) ), f1 (hB ( xk ), hC ( xk ) ) ∈ [ 0,0.5 ]时，可推出 0 ≤ f1 (hA ( xk ),
hB ( xk ) ) + f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) ≤ 1，又因为 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ≤ f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) + f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) )，则

sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) + f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) )ù
û
úúúú ≤

sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú + sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú。                             

（2）当 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ∈ [ 0,0.5 ]，f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ∈ [ 0,0.5 ]，f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) ∈ (0.5,1] 时 ，可 得 0 ≤
sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú≤ 22 ，0 ≤ sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú≤ 22 ， 22 <sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú≤1，

则                         22 ≤ sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú + sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ 1 + 22 ，

故                  sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú + sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú。

当 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ∈ [ 0.5,1]， f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ∈ [ 0,0.5 ]， f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) ∈ (0.5,1]时，

情形 1：若 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ≤ max{ f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ), f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) )}，则

sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ max{sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú , sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú}，

可推出            sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú + sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú。

情形 2：若 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ≥ f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) )，令 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) = f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) + t(0 ≤ t ≤ 0.5)，又因

为 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ≤ f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) + f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) )，则 t ≤ f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) )，
sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú = sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) + t)ùûúúúú ≤ sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ùûúúúú + sin é
ë
êêêêπ

2 ( t)ù
û
úúúú ≤

sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ùûúúúú + sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ùûúúúú。
（3）当 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ∈ [ 0,1]，f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ∈ (0.5,1]，f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) ∈ [ 0,0.5 ] 时 ，同 理 可 得

sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú + sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú。

（4）当 f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ), f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) ∈ (0.5,1] 时 ， 22 < sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ 1， 22 <

sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ 1，可得 2 < sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú + sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ 2，又

因 为 f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ∈ [ 0,1]，则 0 ≤ sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú ≤ 1，可 推 出 sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú <

sin é
ë
êêêêπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) )ù
û
úúúú + sin é

ë
êêêêπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) )ù
û
úúúú。

综上，对任意 xk ∈ X，有

1
n ∑

k = 1

n sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hC ( xk ) ) ) ≤ 1
n ∑

k = 1

n sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) ) + 1
n ∑

k = 1

n sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hB ( xk ),hC ( xk ) ) ) ，则

SD1 ( A,C ) ≤ SD1 ( A,B ) + SD1 (B,C ) 成立。

当 g = 2 时，（S1）~（S4）证明与上述类似，这里不再说明。

备注1　SD2 不满足三角不等式性。

例 1　假设犹豫模糊集 A = { x1,0.1 }，B = { x1,0.1,0.2,0.9 }，C = { x1,0.9 }。利用式（12）分别计算三者

11
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两两之间的 SD2 值为

SD2 ( A,B ) = sin π
2 ( 1

1 + 3 (0 + 0 + 0.1 + 0.8) ) = 0.346 1，

SD2 (B,C ) = sin π
2 ( 1

3 + 1 (0.8 + 0.7 + 0 + 0) ) = 0.555 6，

SD2 ( A,C ) = sin π
2 ( 1

1 + 1 (0.8 + 0.8) ) = 0.951 1，

则 SD2 ( A,B ) + SD2 (B,C ) = 0.901  7 < SD2 ( A,C ) = 0.951  1。

故 SD2 不满足三角不等式性质。

备注2　CDg、TDg( g = 1,2) 满足定理 1 中的性质（S1）~（S4）。

备注3　CDg、TDg( g = 1,2) 不满足三角不等式性。

例2　假设犹豫模糊集 A = { x1,0.1 }，B = { x1,0.5 }，C = { x1,0.1,0.2,0.9 }。利用式（13）、式（15）分别计

算三者两两之间的 CD1、TD1 值为

CD1 ( A,B ) = 1 - cos π
2 (0.4) = 0.191 0，

CD1 (B,C ) = 1 - cos π
2 (0.4) = 0.191 0，

CD1 ( A,C ) = 1 - cos π
2 (0.8) = 0.691 0，

则 CD1 ( A,B ) + CD1 (B,C ) = 0.382 0 < CD1 ( A,C ) = 0.691 0。

TD1 ( A,B ) = tan π
4 (0.4) = 0.324 9，

TD1 (B,C ) = tan π
4 (0.4) = 0.324 9，

TD1 ( A,C ) = tan π
4 (0.8) = 0.726 5，

则 TD1 ( A,B ) + TD1 (B,C ) = 0.649 8 < TD1 ( A,C ) = 0.726 5。

故 CD1、TD1 不满足三角不等式性质。

例3　我们使用例 1 中的数据，利用式（14）、式（16）分别计算三者两两之间的 CD2、TD2 值为

CD2 ( A,B ) = 1 - cos π
2 ( 1

1 + 3 (0 + 0 + 0.1 + 0.8) ) = 0.061 8，

CD2 (B,C ) = 1 - cos π
2 ( 1

3 + 1 (0.8 + 0.7 + 0 + 0) ) = 0.168 5，

CD2 ( A,C ) = 1 - cos π
2 ( 1

1 + 1 (0.8 + 0.8) ) = 0.691 0，

则 CD2 ( A,B ) + CD2 (B,C ) = 0.230 3 < CD2 ( A,C ) = 0.691  0。

TD2 ( A,B ) = tan π
4 ( 1

1 + 3 (0 + 0 + 0.1 + 0.8) ) = 0.178 6，

TD2 (B,C ) = tan π
4 ( 1

3 + 1 (0.8 + 0.7 + 0 + 0) ) = 0.303 3，

TD2 ( A,C ) = tan π
4 ( 1

1 + 1 (0.8 + 0.8) ) = 0.726 5，

则 TD2 ( A,B ) + TD2 (B,C ) = 0.481  9 < TD2 ( A,C ) = 0.726 5。

故 CD2、TD2 不满足三角不等式性质。

定义 6　给定任意非空有限集合 X = {xk|k = 1,2,…,n}，设 A，B 和 C 是 X 上的任意 3 个犹豫模糊集，对任意

xk ∈ X，考虑每个元素 xk 的权重。假设元素 xk 的权重为 ωk (k = 1,2,…,n )，满足 ωk ∈ [ 0,1]，且∑
k = 1

n

ωk = 1。可以

在犹豫模糊集 A 和 B 之间引入以下加权测度：

12
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WSD1 ( A,B ) =∑
k = 1

n

ωk sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =

                          ∑
k = 1

n

ωk sin é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úπ

2 ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈ hA

min
hσ ( j )

B ∈ hB

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈ hB

min
hσ (i)

A ∈ hA

||hσ (i)
A ( xk )- hσ ( j )

B ( xk )|| ,
         （17）

WSD2 ( A,B )=∑
k=1

n

ωk sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =  

                         ∑
k=1

n

ωk sin é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úπ

2 ( )1
lhA(xk )+lhB (xk ) ( )∑

hσ (i)
A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||+ ∑
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| ,
   （18）

WCD1 ( A,B )=1-∑
k=1

n

ωk cos é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =

                          1-∑
k=1

n

ωk cos é
ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úπ

2 ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| ,
       （19）

WCD2 ( A,B ) = 1 -∑
k = 1

n

ωk cos é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 ( f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =                                                                                   

                             1-∑
k=1

n

ωk cos é
ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úπ

2 ( )1
lhA(xk )+lhB (xk )

( ∑
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||+ ∑
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| ) ,（20）

WTD1 ( A,B )=∑
k=1

n

ωk tan é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

4 ( f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =     

                         ∑
k=1

n

ωk tan é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úπ

4 ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| ,
            （21）

WTD2 ( A,B )=∑
k=1

n

ωk tan é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

4 ( f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =

                         ∑
k=1

n

ωk tan é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úπ

4 ( )1
lhA(xk )+lhB (xk ) ( )∑

hσ (i)
A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||+ ∑
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| 。
（22）

特别地，当 ωk = 1
n 时，式（17）~ 式（22）可分别退化为式（11）~ 式（16）。

如果考虑 f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) 和 f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) 的偏好影响，那么一些具有偏好的基于三角函数的距离

测度定义如下：

定义 7　给定任意非空有限集合 X = {xk|k = 1,2,…,n}，设 A 和 B 是 X 上的任意 2 个犹豫模糊集，α 和 β 分

别是 f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) 和 f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) 的权重，f1 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) 和 f2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) 分别由式(5)和式(6)给
出，满足 α + β = 1，且 0 ≤ α, β ≤ 1，则将 A和 B 之间的偏好加权距离定义如下：

WPSD ( A,B )=∑
k=1

n

ωk sin é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 (αf1 (hA ( xk ),hB ( xk )+βf2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =                                                 

                ∑
k=1

n

ωk sin
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

π
2

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷α ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| +

β ( )1
lhA(xk )+lhB (xk )

( ∑
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||+ ∑
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| )
, （23）

WPCD ( A,B )=1-∑
k=1

n

ωk cos é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

2 (αf1 (hA ( xk ),hB ( xk )+βf2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) =   

13
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            1-∑
k=1

n

ωk cos
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

π
2

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷α ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| +

β ( )1
lhA(xk )+lhB (xk )

( ∑
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||+ ∑
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| )
, （24）

WPTD ( A,B )=∑
k=1

n

ωk tan é
ë
êêêê ù

û
úúúúπ

4 (αf1 (hA ( xk ),hB ( xk )+βf2 (hA ( xk ),hB ( xk ) ) = 

                   ∑
k=1

n

ωk tan
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

π
4

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷α ( )max{ }max
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||, max
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| +

β ( )1
lhA(xk )+lhB (xk )

( ∑
hσ (i)

A ∈hA

min
hσ ( j )

B ∈hB

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )||+ ∑
hσ ( j )

B ∈hB

min
hσ (i)

A ∈hA

||hσ (i)
A ( xk )-hσ ( j )

B ( xk )|| )
。（25）

特别地，当 α = 0 时，式（23）~ 式（25）将分别退化为式（18）、式（20）和式（22）；当 β = 0 时，式（23）~式（25）
将分别退化为式（17）、式（19）和式（21）。

3 在多属性决策中的应用 

本节将所提距离测度运用到 2 种理想解的多属性决策方法中，并与文献[5-6]所提方法进行了对比分析，

来说明本文所提方法的有效性。

例 4[5]　选择恰当的能源政策对社会经济和环境的影响尤为重要。假设有 5 种能源替代方案 Ai (i =
1,2,3,4,5)，应考虑 4 个属性：C1：技术；C2：环境；C3：社会政治；C4：经济，邀请了多个决策者对 5 种备选方案进

行评估 ，决策者评估的结果显示在犹豫模糊决策矩阵中 ，如表 1 所示 ，属性对应的权重向量是 ω =
(0.15,0.3,0.2,0.35)T。

方法 1：这里假设特殊的理想方案为 A∗ = {1,1,1,1}，通过距离测度计算备选方案 Ai (i = 1,2,3,4,5) 与理想

方案 A∗ 两两之间的距离，距离越近，方案越优，计算结果见表 2。

在表 2 中，dhgw
[5]的距离测度结果在很大程度上取决于参数 λ 的变化，也就是说，当 λ ∈ [1,3 ]时，最优方案

是 A5，当 λ ∈ (3,∞) 时，最优方案变为 A3。而 dwhug
[6]并不受参数 λ 的影响，最优方案是 A3。利用 WSD1、WCD1 和

WTD1 的最优方案都是 A5，利用 WSD2、WCD2 和 WTD2 的最优方案都是 A3。

方法 2：在例 4 的基础上，理想解利用犹豫模糊 TOPSIS 的方法更新。下面介绍犹豫模糊 TOPSIS 决策方

法，步骤如下：

步 骤 1：构 建 犹 豫 模 糊 决 策 矩 阵 H = (hij )m × n，hij 由 第 i 个 方 案 Ai (i = 1,2,…,m ) 在 第 j 个 属 性 Cj ( j =
1,2,…,n ) 中一组可能的评估值组成，评估值由决策者给出，此外，决策者确定不同属性下的相对权重 ωk (k =
1,2,…,n )，满足 ωk ∈ [ 0,1]，且∑

k = 1

n

ωk = 1。

步骤 2：确定正理想解 A+ = { h+
1 ,h+

2 ,…,h+
n }和负理想解 A- = { h-

1 ,h-
2 ,…,h-

n }，定义如下：

表1　犹豫模糊决策矩阵

Table 1　Hesitant fuzzy decision matrix

A1
A2
A3
A4
A5

C1
{0.3,0.4,0.5}
{0.3,0.5}
{0.6,0.7}

{0.3,0.4,0.7,0.8}
{0.1,0.3,0.6,0.7,0.8}

C2
{0.1,0.7,0.8,0.9}

{0.2,0.5,0.6,0.7,0.9}
{0.6,0.9}

{0.2,0.4,0.7}
{0.4,0.6,0.7,0.8}

C3
{0.2,0.4,0.5}

{0.1,0.5,0.6,0.8}
{0.3,0.5,0.7}
{0.1,0.8}

{0.7,0.8,0.9}

C4
{0.3,0.5,0.6,0.9}
{0.3,0.4,0.7}
{0.4,0.6}

{0.6,0.8,0.9}
{0.3,0.6,0.7,0.9}
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h+
j = ì

í
î

ïï

ïïïï

max
i = 1,2,..,m { hij } ,对收益性属性Cj

min
i = 1,2,..,m { hij } ,对成本性属性Cj

，h-
j = ì

í
î

ïï

ïïïï

min
i = 1,2,..,m { hij } ,对收益性属性Cj

max
i = 1,2,..,m { hij } ,对成本性属性Cj

。

步骤 3：根据加权距离测度计算每个备选方案 Ai (i = 1,2,…,m ) 与正理想解 A+ = { h+
1 ,h+

2 ,…,h+
n }之间的距离

d ( Ai, A+ )以及与负理想解 A- = { h-
1 ,h-

2 ,…,h-
n }之间的距离 dg ( Ai, A- )。

步骤 4：根据式(26)计算各方案的贴近度 Rg
i ( g = 1,2)：
Rg

i = dg -
i

dg -
i + dg +

i

。 （26）
步骤 5：通过贴近度的大小，得到方案 Ai (i = 1,2,…,m ) 的排序，贴近度越大，方案越优。

根据上述犹豫模糊 TOPSIS 决策算法步骤，计算结果如下：

步骤 1：例 4 中的表 1 已给出犹豫模糊决策矩阵和属性权重。

步骤 2：由于属性都是收益型属性，根据犹豫模糊数的得分函数式（1）和方差函数式（2），可得正理想解

A+ = { h+
1 ,h+

2 ,…,h+
n }与负理想解 A- = { h-

1 ,h-
2 ,…,h-

n }：
A+ = { 0.6,0.7 , 0.6,0.9 , 0.7,0.8,0.9 , 0.6,0.8,0.9 },
A- = { 0.3,0.5 , 0.2,0.4,0.7 , 0.2,0.4,0.5 , 0.3,0.4,0.7 }。

步骤 3：根据式（17）、式（18），可得 WSDg ( Ai,A+ )，WSDg ( Ai,A- )( g = 1,2) 结果见表 3。

步骤 4：由式（26）计算每个备选方案 Ai 与理想解的接近度 Rg
i ( g = 1,2):

R1
1 = 0.290 3, R1

2 = 0.216 8, R1
3 = 0.646 0, R1

4 = 0.438 8, R1
5 = 0.479 7,

R21 = 0.404 5, R22 = 0.219 3, R23 = 0.581 4, R24 = 0.498 2, R25 = 0.623 7。

表2　5个能源方案的距离结果

Table 2　Distance results of the five energy projects

方法

dhgw
[5]

dwhug
[6]

本文所提方法

距离

λ = 1
λ = 2
λ = 6

λ = 10
λ = 1
λ = 2
λ = 6

λ = 10
WSD1
WCD1
WTD1
WSD2
WCD2
WTD2

A1
0.479 9
0.537 8
0.659 9
0.721 3
0.622 3
0.657 0
0.713 6
0.741 8
0.611 7
0.231 2
0.353 4
0.932 0
0.664 3
0.707 9

A2
0.502 7
0.545 1
0.647 6
0.704 6
0.612 3
0.640 7
0.697 9
0.727 1
0.645 0
0.242 9
0.369 4
0.928 4
0.649 0
0.695 2

A3
0.402 5
0.436 6
0.515 6
0.560 7
0.497 4
0.512 0
0.552 3
0.580 9
0.531 8
0.172 6
0.295 9
0.725 9
0.339 4
0.447 1

A4
0.429 2
0.505 2
0.670 4
0.737 3
0.580 0
0.618 6
0.695 2
0.736 4
0.534 3
0.178 2
0.299 3
0.822 2
0.524 8
0.594 4

A5
0.355 8
0.412 9
0.569 9
0.653 7
0.557 5
0.606 2
0.686 2
0.715 9
0.466 9
0.123 6
0.250 5
0.793 5
0.463 1
0.543 5

排序

A5 > A3 > A4 > A1 > A2
A5 > A3 > A4 > A1 > A2
A3 > A5 > A2 > A1 > A4
A3 > A5 > A2 > A1 > A4
A3 > A5 > A4 > A2 > A1
A3 > A5 > A4 > A2 > A1
A3 > A5 > A4 > A2 > A1
A3 > A5 > A2 > A4 > A1
A5 > A3 > A4 > A1 > A2
A5 > A3 > A4 > A1 > A2
A5 > A3 > A4 > A1 > A2
A3 > A5 > A4 > A2 > A1
A3 > A5 > A4 > A2 > A1
A3 > A5 > A4 > A2 > A1

表3　方案Ai 与A+，A-之间的距离

Table 3　The distance between project Ai and A+, A-

方案

A1
A2
A3
A4
A5

WSD1 ( Ai,A+ )
0.580 5
0.565 1
0.276 5
0.406 2
0.357 7

WSD1 ( Ai,A- )
0.267 8
0.183 5
0.361 0
0.317 8
0.430 5

WSD2 ( Ai, A+ )
0.238 8
0.220 4
0.123 0
0.175 8
0.111 7

WSD2 ( Ai,A- )
0.111 9
0.064 9
0.192 5
0.185 7
0.192 5
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步骤 5：根据贴近度 R1
i 的值对备选方案 Ai 进行排序，结果为 A5 > A3 > A4 > A1 > A2，最优方案是 A5。根据

贴近度 R2
i 的值对备选方案 Ai 进行排序，结果为 A5 > A3 > A4 > A1 > A2，最优方案也是 A5。

利用本文所提方法与文献[5-6]提出方法计算结果见表 4。

由表4的结果可知，尽管排序结果并不完全一致，但通常认为最优能源政策是A5。dhgw
[5]、dwhug

[6]的距离测度

结果在很大程度上取决于参数 λ 的变化，也就是说，当 λ ∈ [1,3 ] 时，排序结果为 A5 > A3 > A4 > A2 > A1，当

λ ∈ (3,∞) 时，排序结果变为A5 > A3 > A1 > A2 > A4。而本文所提方法的排序结果相同，最优方案都是A5。原因

在于文献[5-6]所提方法需要限制犹豫模糊数的隶属度个数等长，而本文所提方法不受这样的限制。值得说明

的是，本文所提方法不依赖于dhgw
[5]和dwhug

[6]中的参数λ，也能达到很好的效果，具有较好的有效性和实用性。

4 结论

本文提出的基于三角函数的犹豫模糊集距离测度是犹豫模糊集距离测度的拓展形式，具有满足测度的

优良性质。将该方法运用到多属性决策的例子中，与现有的一些距离测度进行了比较分析，结果表明本文

所提方法能表达较全面的数据信息，具有较好的实用性和有效性，为解决复杂犹豫模糊信息下的决策问题

提供了有利工具。
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表4　贴近度计算结果

Table 4　The calculation result of the relative closeness

方法

dhgw
[5]

dwhug
[6]

本文所提方法

α = 0.5, β = 0.5

距离

λ = 1
λ = 2
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λ = 10
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A5 > A3 > A4 > A1 > A2
A5 > A3 > A4 > A1 > A2
A5 > A3 > A4 > A1 > A2
A5 > A3 > A4 > A2 > A1
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