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摘 要：本文利用加权复合算子在 Hardy 空间上的性质给出了广义 Cesaro 算子在导数 Hardy 空

间上的有界性和紧性的完整刻画，接着刻画了广义 Cesaro 算子的伴随算子的泰勒展开式，最后研

究了广义Cesaro算子在导数Hardy空间上的严格奇异性。
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Generalized Cesaro Operators on Derivative Hardy Spaces
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Abstract:In this paper, by using the properties of weighted composite operators on Hardy spaces, the complete character⁃
izations of the boundedness and compactness of the generalized Cesaro operators on derivative Hardy spaces are obtained. 
Then, the Taylor expansions of the adjoints of generalized Cesaro operators are described. Finally, the strict singularities of 
generalized Cesaro operator on derivative Hardy spaces are investigated.
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对于 0 < p < ∞，Hardy 空间 Hp 的定义如下：

Hp = ì
í
î

ïï
ïï

f ∈ H (Δ):  f
Hp

≡ ( sup
0 < r < 1{∫∂Δ

| f (rξ ) |pdm ( ξ )}) 1/p
< ∞ü

ý
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其中 H (Δ) 表示复平面单位圆盘 Δ: = {z ∈ C:| z | < 1}上所有解析函数 f 组成的函数空间，m 是边界 ∂Δ 上的

Lebesgue 测度且 m (∂Δ) = 1。由文献[1]可知，上面的范数等于下面的范数定义：

 f
Hp

≡ (∫∂Δ
| f ( ξ ) |pdm ( ξ ) )  1/p

，

其中对于任意的 ξ ∈ ∂Δ， f ( ξ )是 f在边界 ∂Δ上的径向极限。

而当 p = ∞ 时，则用 H∞ 表示单位圆盘 Δ上所有有界解析函数 f组成的函数空间：

H∞ = { f ∈ H (Δ):  f ∞: = sup
z ∈ Δ

{| f ( z ) |} < ∞}。
对于 g ∈ H (Δ)，Volterra 型算子 Tg 及其伴侣算子 Sg（亦称为 Cesaro 型算子）的定义分别如下：

(Tg f ) ( z ) = ∫0

z

f ( ζ ) g '( ζ )dζ , (Sg f ) ( z ) = ∫0

z

f '( ζ ) g ( ζ )dζ , 
其中，z ∈ Δ, f ∈ H (Δ)。
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在 20 世纪 70 年代，Pommerenke 为了研究 BMOA 函数的增长性首次刻画了 Tg 算子在 Hardy-Hilbert 空间

H 2 上的有界性[2]。在此工作基础上，Aleman、Siskakis 和 Cima 系统地研究了 Tg 算子在 Hardy 空间 Hp（0 < p <
∞）上的有界性和紧性条件[3-4]。同时，Aleman 和 Siskakis 也研究了 Tg 算子在 Bergman 空间上的有界性和紧

性[5]。文献[6-14]进行了这类算子在其他一些函数空间（包括加权 Dirichlet 空间、加权 Banach 空间及 Fock 空

间等）的一些研究。

2018 年，Lin 等首次研究了 Volterra 型算子在导数 Hardy 空间上的有界性[15]. 对于 0 < p ≤ ∞，导数 Hardy
空间 Sp 的定义如下：

Sp = { f ∈ H (Δ):  f
Sp
: = | f (0) | +  f ' 

Hp
< ∞}。

文献[15-19]在研究中使用到了导数 Hardy 空间 Sp 的一些基本结构性质。本文的研究需要用到加权复合

算子的相关性质。对于给定的 φ ∈ H (Δ)以及 Δ的解析自映射 ϕ，加权复合算子 Wφ,ϕ 的定义如下：

(Wφ,ϕ f ) ( z ) = φ ( z ) ⋅ ( f ∘ ϕ) ( z ) ,
其中，z ∈ Δ, f ∈ H (Δ)。关于加权复合算子 Wφ,ϕ 在 Hardy 空间、加权 Bergman 空间及加权 Dirichlet 空间上的相

关研究可参考文献[20-24]。
对于导数 Hardy 空间上的算子的研究可追溯到 Roan 的关于复合算子在导数 Hardy 空间上的有界性的研

究工作[25]。随后，MacCluer 用 Carleson 测度刻画了导数 Hardy 空间上的复合算子的有界性和紧性[26]。Contre⁃
ras 和 Hernandez-Diaz 将导数 Hardy 空间上的加权复合算子的有界性和紧性的研究转化为研究 Hardy 空间上

的加权复合算子的有界性和紧性[16]。值得注意的是，Novinger 和 Oberlin 证明了导数 Hardy 空间上的线性等

距算子具有加权复合算子的形式[27]。
在本文中，给定 g ∈ H (Δ)，我们将继续研究作用在导数 Hardy 空间上的下面两类广义 Cesaro 算子：

(T ϕ
g f ) ( z ) = ∫0

ϕ ( )z

f ( ζ ) g '( ζ )dζ , (Sϕ
g f ) ( z ) = ∫0

ϕ ( )z

f '( ζ ) g ( ζ )dζ , 
其中，z ∈ Δ, f ∈ H (Δ)。这两类算子（也称为广义 Volterra 型算子）由 Li 和 SteviĆ 所引进并很快吸引了大量学

者的研究兴趣[28-29]。最近，Mengestie 研究了广义 Cesaro 算子在加权 Fock 空间上的有界性和紧性[30-31]。受文

献[14]和文献[16]的启发，本文利用加权复合算子在 Hardy 空间上的性质给出广义 Cesaro 算子在导数 Hardy
空间上的有界性和紧性的完整刻画，推广了文献[15]中的结果，接着刻画了广义 Cesaro 算子的伴随算子的泰

勒展开式，最后研究了广义 Cesaro 算子在导数 Hardy 空间上的严格奇异性。在本文中，不失一般性，总是假

定 ϕ (0) = 0。

1 广义Cesaro算子在导数Hardy空间上的有界性和紧性 

首先，研究广义 Cesaro 算子 T ϕ
g :Sp → Sq 的有界性和紧性。

定理1　令 1 ≤ p,q ≤ ∞，则算子 T ϕ
g :Sp → Sq 是有界的当且仅当 g ∘ ϕ ∈ Sq。

证明　首先，注意到 ϕ (0) = 0，有

(W( )g ∘ ϕ ',ϕ f ) ( z ) = (g ∘ ϕ)'( z ) ( f ∘ ϕ) ( z )  = d
dz (∫ 0

 ϕ ( )z

f ( )ω g'(ω)dω) = ( d
dz ∘ T ϕ

g ( f ) ) ( z )，
反过来，也有

(T ϕ
g f ) ( z ) = ∫ 0

 ϕ ( )z

f ( )ω g'(ω)dω = ∫ 0

 z
f ( )ϕ ( )ω g'(ϕ (ω) ) ϕ'(ω)dω = (Tz ∘ W( )g ∘ ϕ ',ϕ( f ) ) ( z )，

由积分算子 Tz:Hq → Sq 和微分算子 d
dz :Sq → Hq 的有界性，得到算子 T ϕ

g :Sp → Sq 的有界性等价于加权复合算子

W( )g ∘ ϕ ',ϕ:Sp → Hq 的有界性。由文献[16]可知，加权复合算子 W( )g ∘ ϕ ',ϕ:Sp → Hq 是有界的当且仅当 (g ∘ ϕ)'
∈ Hq，亦即 g ∘ ϕ ∈ Sq。证毕。

通过上面的类似证明得到下面关于算子 Tg,ϕ:Sp → Sq 的紧性的充要条件。

定理2　令 1 ≤ p,q ≤ ∞，假定算子 T ϕ
g :Sp → Sq 是有界的，则算子 T ϕ

g :Sp → Sq 是紧的当且仅当
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（1）g ∘ ϕ ∈ Sq（即 T ϕ
g :Sp → Sq 是有界的），如果( p,q) ≠ (1,∞)；

（2） ϕ
H∞ < 1 或者 lim

|| ϕ ( )z → 1- | (g ∘ ϕ)'( z ) | = 0，如果 g ∘ ϕ ∈ S∞ 且( p,q) = (1,∞)。
接下来研究算子 Sϕ

g :Sp → Sq 的有界性和紧性条件。

定理3　令 1 ≤ p,q ≤ ∞. 则算子 Sϕ
g :Sp → Sq 是有界的当且仅当

（1）sup
a ∈ Δ ∫∂Δ || ( )g ∘ ϕ ( )ξ ϕ'( )ξ

q( 1 - || a 2

||1 - āϕ ( )ξ
2 ) q/p

dm ( ξ ) < ∞，如果 1 ≤ p ≤ q < ∞；

（2）sup
z ∈ Δ

|| ( )g ∘ ϕ ( )z ϕ'( )z
p

1 - || ϕ ( )z
2 < ∞，如果 1 ≤ p < q = ∞；

（3）(g ∘ ϕ) ϕ' ∈ Hq，如果 ∞ = p ≥ q ≥ 1；

（4）∫0

2π( )∫Γ ( )θ

dμg,ϕ( )ω
1 - || ω 2

p/ ( )p - q

dθ < ∞，其中 dμg,ϕ: = dνg,ϕ ∘ ϕ-1 是测度 dνg,ϕ( ζ ) : =| g (ϕ ( ζ ) ) ϕ'( ζ ) |qdm ( ζ ) 的

拉回测度且 Γ (θ )是实数 θ 的 Stolz 角：集合{eiθ} ∪{z:| z | < 1/2 }的凸壳，如果 ∞ > p > q ≥ 1。

证明　首先，有恒等式：

(Sϕ
g f ) ( z ) = ∫ 0

 ϕ ( )z

f '( )ω g (ω)dω = ∫ 0

 z
( f' ∘ ϕ) (ω) (g ∘ ϕ) ( )ω ϕ'(ω)dω = (Tz ∘ W( )g ∘ ϕ ϕ',ϕ ∘ d

dz ( f ) ) ( z )，
反过来，可以验证下面的恒等式成立：

(W( )g ∘ ϕ ϕ',ϕ f ) ( z ) = ( f ∘ ϕ) ( z ) (g ∘ ϕ) ( z )ϕ'( z ) =( d
dz ∘ Sϕ

g ∘ Tz( f ) ) ( z )，
因此，算子 Sϕ

g :Sp → Sq 的有界性等价于加权复合算子 W( )g ∘ ϕ ϕ',ϕ:Hp → Hq 的有界性。由文献[20-22]可知，加权

复合算子 W( )g ∘ ϕ ϕ',ϕ:Hp → Hq 的有界性分别由定理中的条件（1）~（4）所刻画。证毕。

通过上面的类似证明得到下面关于算子 Sϕ
g :Sp → Sq 的紧性的充要条件。

定理4　令 1 ≤ p,q ≤ ∞，假定算子 Sϕ
g :Sp → Sq 是有界的，则算子 Sϕ

g :Sp → Sq 是紧的当且仅当

（1）lim
|| a → 1- ∫∂Δ || ( )g ∘ ϕ ( )ξ ϕ'( )ξ

q( 1 - || a 2

||1 - āϕ ( )ξ
2 ) q/p

dm ( ξ ) = 0，如果 1 ≤ p ≤ q < ∞；

（2）lim
|| z → 1-

|| ( )g ∘ ϕ ( )z ϕ'( )z
p

1 - || ϕ ( )z
2 = 0 或者 ϕ

H∞ < 1，如果 1 ≤ p < q = ∞；

（3）(g ∘ ϕ) ϕ' = 0 或者 m ( ξ ∈ ∂Δ:ϕ*( ξ ) ∈ ∂Δ) = 0，其中 ϕ*( ξ )是 ϕ 在 ξ ∈ ∂Δ 上的径向极限，如果 ∞ ≥ p >
q ≥ 1；

（4）lim
|| z → 1- | (g ∘ ϕ) ( z )ϕ'( z ) | = 0 或者 ϕ

H∞ < 1，如果 p = q = ∞。

2 广义Cesaro算子在导数Hardy空间S2 上的伴随算子 

现在考虑导数 Hardy 空间 S2 的一个等价范数 f
2: = | f (0) |2 +  f ' 2

H 2，该范数可诱导出一个内积

 < f, g > S2: = f (0) - -- -----
g ( )0 + < f', g' > H 2 = f (0) - -- -----

g ( )0 + ∫∂Δ
f'( ζ ) ⋅ - -- ----- --

g'( )ζ dm ( )ζ ，

使得空间 S2 构成一个 Hilbert 空间。这里主要研究广义 Cesaro 算子在导数 Hardy 空间 S2 上的伴随算子。

定理5　若算子 T ϕ
g :S2 → S2 是有界的，则其伴随算子具有如下的级数展开式：

3



2023 年海南师范大学学报（自然科学版）

((T ϕ
g ) *

f ) ( z )= ∫∂Δ
f'( )ζ

- -- -- -- -- ----- -- -- --( )g ∘ ϕ '( )ζ dm ( ζ ) + ∑
n = 1

∞ ( )∫∂Δ
f'( )ζ ⋅ - -- -- -- -- ----- -- -- --( )g ∘ ϕ '( )ζ ⋅ - -- -----

ϕ ( )ζ
n

n dm ( )ζ  zn，z ∈ Δ。

证明　首先，容易验证{1, z, z2
2 ,…, zn

z ,…}构成了 Hilbert 空间 S2 的一组标准正交基，从而可以得到空间 S2 的

再生核表达式：

kz(ω) : = 1 + ∑
n = 1

∞ ( )z̄ω n

n = 1 + log ( 1
1 - z̄ω )，

因此，对于任意的 z ∈ Δ，得到

((T ϕ
g ) *

f ) ( z ) =< (T ϕ
g ) *

f, kz > S2 =                                                                                  
  < f, T ϕ

g kz > S2 =                                                               
  < f', (T ϕ

g kz ) ' > H 2 =                                                       
< f', (kz ∘ ϕ) (g' ∘ ϕ) ϕ' > H 2 =                             
∫∂Δ

f'( ζ ) ⋅ - -- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- -- --
kz( )ϕ ( )ζ ⋅ ( )g ∘ ϕ '( )ζ dm ( )ζ =    

                 ∫∂Δ
f'( ζ ) ⋅ - -- -- -- -- ----- -- -- --( )g ∘ ϕ '( )ζ ⋅ (1 + ∑

n = 1

∞ ( )z
- -- -----
ϕ ( )ζ

  n

n )dm ( )ζ =

                                                              ∫∂Δ
f'( )ζ

- -- -- -- -- ----- -- -- --( )g ∘ ϕ '( )ζ dm ( ζ ) + ∑
n = 1

∞ ( )∫∂Δ
f'( )ζ ⋅ - -- -- -- -- ----- -- -- --( )g ∘ ϕ '( )ζ ⋅ - -- -----

ϕ ( )ζ
n

n dm ( )ζ  zn,
从而定理得证。

类似于定理 5 的证明，得到：

定理6　若算子 Sϕ
g :S2 → S2 是有界的，则其伴随算子具有如下的级数展开式：

((Sϕ
g ) *

f ) ( z )= ∫∂Δ
f'( )ζ

- -- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- --( )g ∘ ϕ ( )ζ ϕ'( )ζ ϕ ( )ζ dm ( ζ ) + ∑
n = 1

∞ ( )∫∂Δ
f'( )ζ ⋅ - -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- --( )g ∘ ϕ ( )ζ ϕ'( )ζ ⋅ - -- -----

ϕ ( )ζ
n + 1dm ( )ζ  zn，

其中 z ∈ Δ。

3 广义Cesaro算子在导数Hardy空间上的严格奇异性 

如果一个有界线性算子 T: X1 → X2（其中 X1 和 X2 是 Banach 空间）限制在 X1 的任何一个无穷维闭子空间

Y 上所诱导出的线性算子 T|Y : Y → T (Y ) 都不可能是同构映射，则称算子 T: X1 → X2 为严格奇异的。类似地，

如果一个有界线性算子 T: X1 → X2（其中 X1 和 X2 是 Banach 空间）限制在 X1 的任何一个同构于 lp 空间的无穷

维闭子空间 Y 上所诱导出的线性算子 T|Y : Y → T (Y ) 都不可能是同构映射，则称算子 T: X1 → X2 为 lp-奇异

的。一个有界线性算子是紧的则必为严格奇异的，亦必为 lp-奇异的，反之不然[32-34]。
近年来，Miihkinen 等证明了 Tg 算子在 Hardy 空间上的紧性与其严格奇异性的等价关系[32-33]，其证明思路

来源于文献[34]中对于复合算子在 Hardy 空间上的严格奇异性的研究。最近，文献[35]将文献[34]中的结论推

广到加权复合算子的情形。受这些研究工作的启发，林庆泽等研究了一些算子在 Hardy 空间上、Bergman 空

间和导数 Hardy 空间上的严格奇异性问题[36-39]。
定理7　令 1 ≤ p ≤ ∞，若算子 T ϕ

g :Sp → Sp 是有界的，则该算子必是严格奇异的。

证明　由定理 1 和定理 2 可知，算子 T ϕ
g :Sp → Sp 是有界的当且仅当该算子是紧的，而紧算子必是严格奇

异的。证毕。

定理8　令 1 ≤ p < ∞，若算子 Sϕ
g :Sp → Sp 是有界的，则

（1）算子 Sϕ
g :Sp → Sp 是严格奇异的当且仅当该算子是紧的；

（2）如果(g ∘ ϕ) ϕ' ≠ 0 且 m ( ξ ∈ ∂Δ:ϕ*( ξ ) ∈ ∂Δ) > 0，则算子 Sϕ
g :Sp → Sp 不是 l2-奇异的；
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（3）如果 m ( ξ ∈ ∂Δ:ϕ*( ξ ) ∈ ∂Δ) = 0 且算子 Sϕ
g 在 Sp 一个无穷维子空间 M 上下有界，则算子 Sϕ

g :Sp → Sp 不

是 lp-奇异的。特别地，如果 m ( ξ ∈ ∂Δ:ϕ*( ξ ) ∈ ∂Δ) = 0 且 p ≠ 2，则算子 Sϕ
g :Sp → Sp 是 l2-奇异的。

证明　由定理 3、定理 4 以及文献[35]可推出。证毕。

定理9　若算子 Sϕ
g :S∞ → S∞ 是有界的，则该算子是严格奇异的当且仅当该算子是紧的。

证明　由文献[40]可知，H∞ 上的每一个弱紧线性算子都是紧的，而由文献[41]可知，H∞ 上的一个有界线

性算子是弱紧的当且仅当该算子是 l∞-奇异的，因此，由定理 4 可知，算子 Sϕ
g :S∞ → S∞ 是紧的当且仅当该算子

是 l∞-奇异的。又因为紧算子必是严格奇异的，而且严格奇异的算子必是 l∞-奇异的，故算子 Sϕ
g :S∞ → S∞ 是紧

的当且仅当该算子是严格奇异的。
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