
第35卷第2期
2022年6月

Vol.35 No.2
Jun.2022

海南师范大学学报（自然科学版）

Journal of Hainan Normal University（Natural Science）

两类独立随机变量和的概率估计
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摘 要：相互独立随机变量和的概率估计是概率统计中一个重要的研究方向。本文研究了两

类独立随机变量和的概率估计：一类是n个相互独立的服从｛-1，1｝上的均匀分布的随机变量和Sn
的最大值的概率估计，另一类是两个独立随机变量和的概率估计。首先，用全概率公式、递推的方

法及随机变量的对称性给出了 logP ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C )的表达式，其中C为常数且1 ≤ C < 2；对一般的

C ≥ 1，通过对偶数项和奇数项进行分类讨论，用全概率公式和递推的方法得到了该对数的下界。

其次，对两个独立的随机变量，本文证明了如果其分布函数的对数大于等于幂函数，则这两个随机

变量的和的分布函数的对数也大于等于某个幂函数。

关键词：简单随机游动；独立随机变量和的分布；概率估计。

中图分类号：O211.1 文献标志码：A 文章编号：1674-4942（2022）02-0175-04

Probability Estimation of the Sum of Two Types of
Independent Random Variables

YE Liu，MA Li*
（School of Mathematics and Statistics / Key Laboratory of Data Science and Smart Education，Ministry of

Education，Hainan Normal University，Haikou 571158，China）
Abstract:The probability estimation of the sum of mutually independent random variables is an important research direc⁃
tion in probability and statistics. In this paper, the probability estimations of two types of independent random variables'
sum are studied: the first one is the probability estimation of the maximum sum of n independent random variables that are
uniformly distributed on {-1, 1}; the second one is the probability estimation of the sum of two independent random vari⁃
ables. Firstly, by using the total probability formula, recursive method and the symmetry of random variables, the expression
of logP ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C )is given, where C is a constant greater than or equal to 1 and less than 2. For general C ≥ 1, the low
bound of logP ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C ) is also got by considering whether n is even or not. Secondly, about the two independent ran⁃
dom variables, this paper proves that if the logarithm of each random variable's distribution is greater than or equal to some
power functions, then the logarithm of their sum's distribution is also greater than or equal to some power functions.
Keywords: simple random walk；the distribution of the sum of independent random variables；probability estimation

众所周知，中心极限定理在概率论与数理统计中起着非常重要的作用，特别是在大样本情形下，经常要
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借助于该定理得到统计量的渐近正态分布，从而进行统计推断。该定理描述了许多彼此没有什么相依关

系，对随机现象均不能起到突出影响而均匀地起到微小作用的随机因素共同作用的结果呈现出正态分布的

特点。正态分布由期望和方差确定，由大数定理可以确定一列随机变量和的期望。方差实际上是随机变量

的和与其期望的差收敛到零的速度，该问题可以归为如下的小值概率问题。设{Vn }为一列非负随机变量，

hn > 0，当n → ∞时，P (Vn ≤ hn ) → 0。特殊地，可以取hn = εn或者取hn = C或者hn = (1 - δ )EVn(0 < δ ≤ 1)。
近年来，有很多学者关注了小值概率问题并在独立随机变量和的概率估计方面取得了重要进展。文献

[1]利用鞅方法得到了独立随机变量泛函的集中不等式。文献[2]研究了独立随机变量部分和的大偏差概率

估计以及它的渐近性质，文献[3]研究了一类独立的重尾随机变量随机和的大偏差概率，并且将{Xn, n ≥ 1}为
独立同分布情形推广到了独立不同分布情形。文献[4]得到相互独立且有界的随机变量和的概率不等式，并

改进了其估计的界，但是文献[4]对随机变量有界的要求太高。文献[5]研究了Tauberian定理，并把不同形式

的Tauberian定理统一到一种形式。基于文献[4]和文献[5]，本文考虑研究如下两个问题：（1）相互独立的期望

为 0、方差为 1的随机变量和的最大值的概率估计：设{Xi，i ≥ 1}是独立同分布随机变量，且 EXi = 0和
EX 2

i = 1，对于任意的 t0 > 0，都有E exp ( t0| X1 | ) < ∞，，Sn =∑i = 1
n Xi，logP ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C )~ - An(A是常数 )中的

常数 A应为多少？（2）设 V1 ≥ 0和 V2 ≥ 0是两个独立的随机变量，且对任意小的 t > 0有 logP (Vi ≤ t) ≥
ci t

-αi(i = 1, 2,⋯)，对任意小的 t > 0，logP (V1 + V2 ≤ t)的下界为多少？

1 主要结果

本文主要结果如下：

定理1.1 令{Xi，i ≥ 1}是独立同分布随机变量且P (Xi = ±1) = 12，设Sn =∑i = 1
n Xi，，

（1） 若1 ≤ C < 2，则

logP ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C ) =
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（2）对于一般的C ≥ 1，当n为偶数时，
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- log 22 n, 1 ≤ C < 2 ;
- log 22 (n - 2), C ≥ 2。

当n为奇数时，

logP ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C ) ≥ - log 22 (n - 1)。
定理1.2 令V1 ≥ 0和V2 ≥ 0是两个独立的随机变量，且对任意小 t > 0，

logP (Vi ≤ t) ≥ ci t-αi, i = 1, 2，… ， （2）
则对任意小的 t > 0，有

logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ é

ë

ê
êê
êc1

1
1 + (α1 ∨ α2 ) + c2

1
1 + (α1 ∨ α2 )ù
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2 主要结果的证明

定理1.1的证明：
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（1） 由全概率公式及Xi的独立性可得

P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | = 1) = P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | = 1| X1 = 1)P (X1 = 1) + P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | = 1| X1 = -1)P (X1 = -1)
= 12 P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | = 1| X1 = 1) + 12 P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | = 1| X1 = -1)
= 12 P ( )max1 ≤ i ≤ n || Si = 1| X1 = 1, X2 = 1 P ( )X2 = -1| X1 = 1
+ 12 P ( )max1 ≤ i ≤ n || Si = 1| X1 = 1, X2 = 1 P ( )X2 = 1| X1 = -1
= 14 P ( max1 ≤ i ≤ n - 2 | Si | = 1) + 14 P ( )max1 ≤ i ≤ n - 2 || Si = 1
= 12 P ( max1 ≤ i ≤ n - 2 | Si | = 1)
= 122 P ( max1 ≤ i ≤ n - 4 | Si | = 1)
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注意到 |Sn|只能取整数值，因此，当1 ≤ C < 2时，

logP ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C ) =
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log 1
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2 ( )n - 1 , n为奇数 ;

log 1
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= n2 log

1
2 = -
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2 n, n为偶数。

（2）当C ≥ 1时，设Pn为从零点出发的随机游动前n步没跑出区间[ - C, C ]的概率，Pk,n为从k出发的随

机游动前n步没跑出区间[ - C, C ]的概率。则由全概率公式可得

P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C ) = 14 P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C | X1 = 1,X2 = 1) + 14 P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C | X1 = 1,X2 = -1)
+ 14 P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C | X1 = -1,X2 = 1) + 14 P ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C | X1 = -1, X2 = -1)
= 12 Pn - 2 + 14 P2,n - 2 +
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2 , 1 ≤ C < 2 ;
1, C ≥ 2。
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故n为偶数时，

log P ( max1 ≤ i ≤ n |Si| ≤ C ) ≥
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

- log 22 n, 1 ≤ C < 2 ;
- log 22 (n - 2), C ≥ 2。

n为奇数时，logP ( max1 ≤ i ≤ n | Si | ≤ C ) ≥ - log 22 (n - 1)。
定理1.2的证明：分三种情况考虑。

（a）当α1 = α2 = α时，对于任意的0 < λ < 1，由V1 ≥ 0和V2 ≥ 0是两个独立的随机变量可得

logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ logP (V1 ≤ λt) + logP (V2 ≤ (1 - λ) t)≥ -(c1λ-α + c2(1 - λ) -α ) t-α。 （4）
式（4）对任意的 0 < λ < 1都成立，因此，式（4）左侧大于等于右侧的最大值，下面求右侧的最值点。设

f (λ) = -(c1λ-α + c2(1 - λ) -α ) t-α，令 f'(λ) = 0即
αt-α(c1λ-( )α + 1 - c2(1 - λ) -( )α + 1 ) = 0。

解方程可得λ0 = c2
- 1
1 + α

c1
- 1
1 + α + c2 - 1

1 + α
，代入可得 f (λ0 ) = [ c1 1

1 + α + c2 1
1 + α ]1 + αt-α。因此，

logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ é
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êêêêc1

1
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1 + αù
û
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1 + α
t-α。

（b）当α1 > α2时，与（a）同理得到

logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ logP (V1 ≤ λt) + logP (V2 ≤ (1 - λ) t)
≥ -c1(λt) -α1 - c2[ (1 - λ) t]-α2， （5）

由于α1 > α2且0 < t < 1，则-t-α1 < -t-α2，
logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ -c1(λt) -α1 - c2(1 - λ) -α2 t-α1，

又由于0 < 1 - λ < 1，由函数的单调性可得

logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ -c1(λt) -α1 - c2[ (1 - λ) t]-α1，
此时与情况（a）相同，故

logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ é
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（c）当α1 < α2时，与（b）情况类似，故可得

logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ é
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综上，由式（5）、（6）和（7）可得

logP (V1 + V2 ≤ t) ≥ é
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