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行数为2的变换图的若干性质
金晶晶

（福建船政交通职业学院 通识教育学院，福建 福州 350007）
摘 要：著名的图论专家Brualdi于1980年提出了关于变换图G (R，S)直径的Brualdi猜想，但至

今仍悬而未决。本文定义行数为 2 的变换图 G (R，S) 为 G (R*，S* )，其顶点数为 ( )nr ，边数为

r ( )n - r
2 ( )nr ，当 r ≤ n2时，G (R*，S* )是二部图，当且仅当 n = 2；G (R*，S* )是完全图，当且仅当 r = 1。

根据变换图的性质，结合G (R*，S* )的最大团结构，对变换图G (1，4)、G (2，4)、G (2，5)和G (2，6)进行

了作图。
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Some Properties of Interchange Graph with Row Number Being 2

JIN Jingjing
（College of General Education，Fujian Chuanzheng Communications College，Fuzhou 350007，China）
Abstract:The Brualdi's Conjecture concerning the diameter of the interchange graph G (R, S)was raised in 1980 by Brual⁃
di, a famous expert of graph theory. However, it still remains open now. In this paper, the interchange graph G (R,S) with
row number being 2 is defined as G (R*, S* ). The vertex number is ( )nr and the edge number is r ( )n - r

2 ( )nr . G (R*, S* )(r ≤
n
2) is bipartite if and only if n = 2; G (R*, S* ) (r ≤ n2) is a complete graph if and only if r = 1. Moreover, according to the
properties and the maximum clique structure of G (R*, S* ), the interchange graph G (1, 4)、G (2, 4)、G (2, 5)、G (2, 6) are
plotted .
Keywords：interchange graph；(0，1)− matrix；vector；diameter；isomorphism

1980年，著名的图论专家 Brualdi定义了U (R, S)上的变换图 G (R, S)[1]。设m ≥ 2和 n ≥ 2为正整数，

R= (r1, r2, ..., rm)和 S= ( s1, s2, ..., sn )为正整数向量，满足∑
i = 1

m

ri =∑
j = 1

n

si。U (R, S)表示满足下列条件的m × n阶
(0,1)矩阵A = (aij )m × n的集合，其中，A的行和向量为R，列和向量为S，即：

aij = 0或1(i = 1, 2,⋯,m，j = 1, 2,⋯, n)，
∑
j = 1

n

aij = ri (i = 1, 2,⋯,m)，∑
i = 1

m

aij = sj ( j = 1, 2,⋯, n)。
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令A ∈ U (R, S)，A的一个变换（interchange）是指将A的一个 ( )1 0
0 1 (或 ( )0 1

1 0 )的2 × 2阶子矩阵替换成

( )0 1
1 0 (或 ( )1 0

0 1 )的一个作用。显然，一个变换不改变A的行和向量与列和向量，只是将U (R, S)中的一个

矩阵变成了U (R, S)中另外一个矩阵。近年来，矩阵类U (R, S)的一些性质在网络流理论、组合矩阵论中得

到广泛应用[1]。U (R, S)上的变换图 G (R, S)定义为无向简单图，其顶点集 V (G (R, S) ) = U (R, S)，并且

U (R, S)中的两个矩阵是相邻的当且仅当其中一个矩阵能经过一次变换得到另外一个矩阵[1]。

Brualdi于 1980年提出关于变换图G (R, S)直径的Brualdi猜想[1]：D (G (R, S) ) ≤ m ⋅ n4 ，一直悬而未决。

到了2002年，钱建国给出了一个新的上界[2]。至今，许多国内外学者对变换图G (R, S)的性质进行了广泛的

研究[3-7]，例如陈荣斯等证明了变换图的连通度等于其最小度[5]，李学良等证明了当 S是一个三维向量或者

R = S = (1, 1,⋯, 1)时，G是哈密尔顿的[6]。

但由于U (R, S)的复杂性，关于变换图G (R, S)性质和结构刻画的研究较少。变换图G (R, S)的性质是

Brualdi猜想研究的重要工具。为了深入研究变换图 G (R, S)的性质，本文研究了行数为 2的变换图

G (R*, S* )，其中，R* = (r1, r2 )且S* = (1,⋯, 1)。
1 主要结果

对于行数为2的变换图G (R*, S* )，若a1j = 1，则a2j = 0，j = 1, 2,⋯, n；反之亦然。这就意味着A完全由第

一行来决定。显然，A的第一行A′是包含 r1个“1”和n - r1个“0”的行向量；行数为2的变换图G (R*, S* )是变

换图G (R, S)的子图，G (R*, S* )的矩阵类U (R*, S* )是G (R, S)的矩阵类U (R, S)的 2 × 2子矩阵类，G (R*, S* )
局部刻画了G (R, S)的性质和内在结构。定义H (r, n)为所有由“0”和“1”组成的n维行向量的集合，其中 r( ≥
1)表示每个n维行向量中“1”的个数，显然，H (r, n)中每个n维行向量中“0”的个数为n - r。设B ∈ H (r, n)，B
的一个变换是指将B的一个形如(0, 1)（或(1, 0)）的子向量替换成(1, 0)（或(0, 1)）的一个作用。G (r, n)定义为

这样的一个无向简单图：其点集是H (r, n)，H (r, n)中的两个n维行向量是相邻的，当且仅当其中一个n维行

向量可以由另外一个n维行向量经过一个变换得到。比较G (R*, S* )与G (r, n)的定义，可得：

定理1 G (R*, S* )与G (r, n)是同构的，其中R* = (r1, r2 )且S* = (1, 1,⋯, 1)，r = r1，n = r1 + r2。
因此，只要研究G (r, n)的性质就可得到G (R*, S* )的相应性质。

定理2 G (r, n)同构于G (n - r, n)。
证明 G (r, n)的矩阵类H (r, n)由G (r, n)中元素“0”和“1”的对称性得，G (r, n)与G (n - r, n)具有相同的

邻接矩阵，即G (r, n)同构于G (n - r, n)。
为方便讨论，根据定理2，在下文中，设 r ≤ n2。
定理3 G (r, n)是 r (n - r )正则的，且其顶点数|V (G (r, n) ) | = ( )nr ，边数|E (G (r, n) ) | = r ( )n - r

2 ( )nr 。

证明 不失一般性，G (r, n)的矩阵类H (r, n)的结构形如：
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n

H (r, n)的 r1行中有 r个 1、n - r个 0，r2行中有 r个 0、n - r个 1，根据变换的定义，G (r, n)中共有 ( )nr 个顶

点，且其每个顶点可经过 r (n - r )种不同的变换转化为不同的顶点，即 G (r,n)中任一顶点的度 d ( v) =
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( )r1 ( )n - r
1 = r (n - r )，且其边数|E (G (r, n) ) | = 12 ∑

v ∈ V ( )G ( )r,n
d ( )v = r ( )n - r

2 ( )nr 。

定理4 G (r, n)（r ≤ n2）为完全图当且仅当 r = 1。
证明 当 r = 1时，不难验证G (1,n)是一个完全图，此处不再赘述。

当2 ≤ r ≤ n2时，G (r,n)中存在以下两个顶点：vi = (⋯1⋯1⋯0⋯0⋯)、vj = (⋯0⋯0⋯1⋯1⋯)，顶点 vi和 vj

在未标出“0”或“1”的位置上的元素是相同的。显然，vi不能经过一次变换转化为 vj，即 vi与 vj是不相邻的，所

以当2 ≤ r ≤ n2时，G (r,n)不是完全图。因此，G (r,n)（r ≤ n2）是完全图当且仅当 r = 1。
定理5 G (r,n)（r ≤ n2）是二部图，当且仅当n = 2。
证明 当n = 2时，r = 1，G (1,2) ≅ K2，是一个二部图。

当 n ≥ 3时，G (r,n)中存在以下 3个顶点：vi = (⋯1⋯0⋯0⋯)、vj = (⋯0⋯1⋯0⋯)、vk = (⋯0⋯0⋯1⋯)，
顶点 vi和 vj在未标出“0”或“1”的位置上的元素是相同的，所以G (r,n)中存在一个3-圈，C = ( vi vj vk )。因此，当

n ≥ 3时，G (r,n)不是二部图。

定理6 当 r1 ≤ r2且n - r1 ≤ n - r2，1 ≤ ri ≤ ni2 时，存在G (r2,n2 )的子图与G (r1,n1 )同构。

证明 G (r1, n1 )的顶点 v所对应的行向量是n1维的，将它扩大为n2维行向量 v′，v′与 v在第1至第n1位置

上的元素相同，v′在第 n1 + 1, n1 + 2,⋯, n1 + r2 - r1位置上的元素都是“1”，而在第 n1 + r2 - r1 + 1, n1 + r2 -
r1 + 2,⋯, n2位置上的元素都是“0”。记由这些 v′所生成的图为G′(r2, n2 )，不难看到，G′(r2, n2 ) ≅ G (r1, n1 )，且
G′(r2, n2 ) ≅ G (r2, n2 )。

定理 6的逆一般不成立。例如，G (1, 6)是一个 6阶完全图，而 G (2, 4)是一个 6阶非完全图，所以与

G (1, 6)中的某个子图同构，但是，2 > 1。
另外，G (r, n)有较好的连通性，G (r, n)的连通度等于其最小度 r (n - r )[3]；G (r, n)是哈密尔顿图[5]。

2 几类变换图的作图

下面，根据变换图的性质，对变换图G (1, 4)、G (2, 4)、G (2, 5)和G (2, 6)进行作图 .用G [C ]表示G (r, n)的
点集的一个子集C的生成子图。称C为G的一个团，当且仅当G [C ]为完全图。称G (r,n)中点数最多的团为

最大团。若G (r, n)中的一个顶点所对应的行向量在 i1, i2, ⋯, it位置上的元素为“1”，其余位置上的元素全为

“0”，则将该顶点记为 vi1,i2,⋯,it，则变换图G (1, 4)、G (2, 4)、G (2, 5)分别为图1～3：

图1 变换图G (1,4)
Figure 1 Interchange graph G (1,4)

图2 变换图G (2,4)
Figure 2 Interchange graph G (2,4)
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由图 1～3可见，G (1, 4)是完全图；G (2, 4)有 8个最大团，每个最大团的顶点数为 3；G (2, 5)有 5个最大

团，每个最大团的顶点数为4。
下面，利用变换图的性质和递归构造方法对G (2, 6)进行作图。根据定理3，G (2, 6)是8正则的，且其顶

点数为V (G (2, 6) ) = 15，分别是 v1,2、v1,3、v1,4、v1,5、v1,6、v2,3、v2,4、v2,5、v2,6、v3,4、v3,5、v3,6、v4,5、v4,6、v5,6，边数E (G (2, 6) ) =
60。G (2, 6)共有 6个最大团：C1 = {v1,2,v1,3,v1,4,v1,5,v1,6}，C2 = {v1,2,v2,3,v2,4,v2,5,v2,6}，C3 = {v1,3,v2,3,v3,4,v3,5,v3,6}，C4 =
{v1,4,v2,4,v3,4,v4,5,v4,6}，C5 = {v1,5,v2,5,v3,5,v4,5,v5,6}，C6 = {v1,6,v2,6,v3,6,v4,6,v5,6}。每个最大团的顶点数是5，边数是10，且
每个顶点都包含在2个最大团中，每条边恰包含在1个最大团中。基于以上讨论，按照变换图G (2, 6)的最大

团构造，先画出最大团C1 = {v1,2,v1,3,v1,4,v1,5,v1,6}，再依次按照最大团C1、C2、C3、C4、C5、C6对G (2, 6)进行作图。

图4 变换图G (2,6)中的最大团C1
Figure 4 The maximum clique of interchange graph G (2,6)

图3 变换图G (2,5)
Figure 3 Interchange graph G (2,5)
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综上，变换图G (1, 5)、G (2, 7)和G (3, 6)亦可按照其性质和最大团的递归构造进行作图，此处不再赘述。
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图5 变换图G (2,6)
Figure 5 Interchange graph G (2,6)
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