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一类改进的谱共轭梯度法
李 景，景书杰，牛海峰

（河南理工大学 数学与信息科学学院，河南 焦作 454000）
摘 要：谱共轭梯度法是在共轭梯度法基础上发展起来的新型算法，其特点是有两个方向控制

参数，是解决大规模无约束优化问题的有效方法，也是优化工作者研究的热点。本文基于已有的

非线性谱共轭梯度法提出了一类新的谱共轭梯度法，利用新构造的共轭方向调控参数βk构建了新

的算法，并保证了该算法在任何线搜索下都满足共轭条件，进而在迭代时产生的搜索方向都是充

分下降的。在Wolfe线搜索下，该方法的全局收敛性得以验证。
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A Kind of Improved Spectral Conjugate Gradient Method

LI Jing，JING Shujie，NIU Haifeng
（School of Mathematics and Information Science，Henan Polytechnic University，Jiaozuo 454000，China）
Abstract:The spectral conjugate gradient method is a new algorithm developed on the basis of the conjugate gradient
method. Its characteristic is to control parameters in two directions. It is an effective method to solve large-scale uncon⁃
strained optimization problems and a hot topic for optimization workers. In this paper, based on the existing nonlinear spec⁃
tral conjugate gradient method, a new class of spectral conjugate gradient method was proposed. Using the newly construct⁃
ed conjugate direction control parameter βk , a new algorithm was constructed, and it is guaranteed that the algorithm meets
the conjugate condition under any line search, and the search direction generated during iteration is fully reduced. Under
the Wolfe line search, the global convergence of the method was verified.
Keywords:unconstrained optimization；spectral conjugate gradient method；Wolfe line search；global convergence

考虑求解如下类型的无约束非线性优化问题

min
x ∈ Rn f (x)， （1）

其中，x是决策变量，目标函数 f :Rn → R连续可微，梯度向量∇f (xk ) = gk。共轭梯度法是求解式（1）问题最为

常用的方法，其优点是只需要目标函数 f的值和梯度向量∇f (xk )的值，不需大量的矩阵存储，数值效果却比较

显著[1]。迭代格式的一般形式为

xk + 1 = xk + αkdk， （2）
dk = {-gk k = 1

-gk + βkdk - 1 k > 1， （3）
其中，k是迭代次数，dk是搜索方向，αk是步长因子，βk是共轭方向调控参数。βk的不同选取分别对应不同的

共轭梯度法，著名的βk的计算公式有[2-8]
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βFRk =  gk 2

 gk - 1
2，β

PRP
k = - g

T
k ( )gk - gk - 1
 gk - 1

2 ，βHSk = - gTk ( )gk - gk - 1
dTk - 1 ( )gk - gk - 1 ，

βDYk =  gk 2

dTk - 1 ( )gk - gk - 1 ，βCDk = -  gk 2

gTk - 1dk - 1
，βLSk = - g

T
k ( )gk - gk - 1
dTk - 1gk - 1

，

其中 ⋅ 表示欧式范数。以上公式对应的算法中，FR、DY和CD方法具有较强的收敛性，但易受干扰，数值

性能较差；PRP、HS和LS可以避免干扰，数值性能较好，但可能收敛性不足。优化工作者在这些公式的基础

上进行各种探讨性研究，一方面工作是对经典βk进行修改，另一方面是将不同的βk进行组合，并保证βk的一

些基本特征，得到了一些收敛性与数值效果都相对较好的方法。

2001年，Birgin和Martinez将谱思想和共轭梯度法相结合，给出了一类谱共轭梯度法[9]，并将搜索方向dk
的迭代格式推广为如下形式：

dk = { - gk, k = 1
-θkgk + βkdk - 1, k > 1， （4）

其中，βk = g
T
k ( )θk yk - 1 - sk - 1
dTk - 1yk - 1

，θk = s
T
k - 1 sk - 1
sTk - 1yk - 1

，这里θk是谱参数，yk - 1 = gk - gk - 1；sk - 1 = xk - xk - 1。

1 算法及其下降性

Wang等在HS方法的基础上提出了两种修正的谱共轭方法，分别称之为DHS、WHS方法[10]，两种方法均

选取以下的βk：

βWHSk = gTk ( )gk - gk - 1
μ ( )gTk dk - 1

2 - dTk - 1gk - 1
， （5）

这里参数 μ是一个常数，且 0 ≤ μ ≤ 1，不同的参数 μ具有不同的迭代效果。两种方法均在Wolfe线搜索下

进行

{f ( )xk + αkdk ≤ f ( )xk + ραkgTk dk
g ( )xk + αkdk T

dk ≥ δgTk dk 。 （6）

其中，在DHS方法中，式（6）中的系数满足0 < δ < σ < 14，而在WHS方法中，式（6）中的系数满足0 < δ < σ <
1
3。在对目标函数的一般性假设条件下，这两种算法具有足够的下降性质，并且总是满足全局收敛的。数值

结果表明，该算法优于HS共轭梯度方法。

Shan等在时间序列分析和无约束优化理论的基础上利用一种新的谱共轭梯度方法与自回归积分运动

平均组合模型（FHS谱共轭—ARIMA组合模型）对实际时间序列拟合和模拟，首先提出了FHS算法。FHS满
足自动下降特性，具有HS法的较好的收敛性，在一般性假设和Wolfe线搜索下，全局收敛性得以证明[11]。其

中，共轭方向调控参数

βFHSk =
gTk ( )gk -  gk

 gk - 1
gk - 1

( )gTk dk - 1
2 - dTk - 1gk - 1

（7）

也是在Wolfe线搜索下进行的，式（6）里的系数满足条件 0 < δ < σ < 14。该算法与ARIMA模型的结合为谱

共轭梯度寻求了一个新的发展方向，时间序列分析在系统描述、系统分析、预测未来、决策和控制的同时，也
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充分利用了谱共轭梯度法的优势，形成了一种新的更有效的竞争混合算法。李梓等对改进的谱共轭梯度法

和共轭梯度法进行了凸组合，即与ARIMA模型相结合，证明了新算法的充分下降性及其完全收敛性[12]。黄

元元通过非精确求解不可微分凸优化问题的充分下降共轭梯度法，将无约束优化问题推广到非光滑优化问

题上，分析了算法的可行性[13]，有一定理论价值。

结合上述文献的基本思想，本文提出了一种新的混合谱共轭梯度法，简记为LH法。其中βLHk 定义为

βLHk =
 gk 2 - max{ }0,  gk

 gk - 1
gTk gk - 1, gTk gk - 1

( )gTk dk - 1
2 - dTk - 1gk - 1

， （8）

谱系数选取为θk = 1 + βLHk g
T
k dk - 1

 gk 2 ，基于βLHk 给出一种新的谱共轭梯度算法。

算法:
Step 0：给定初始点x1 ∈ Rn，ε > 0，0 < ρ < δ < 1，d1 = -g1，k: = 1。
Step 1：计算gk，若 g1 ≤ ε，停止。否则，转Step 2。
Step 2：计算搜索方法dk 。

dk = { - gk, k = 1
-θkgk + βLHk dk - 1, k > 1， （9）

θk = 1 + βLHk g
T
k dk - 1

 gk 2 。 （10）
Step 3：计算步长，使其满足式（6）。
Step 4：计算xk + 1 = xk + αkdk，gk + 1 = g (xk + 1)。若 gk + 1 ≤ ε，则停止。

Step 5：k: = k + 1，转Step 2。
引理1.1 设序列{gk}，{dk}都由上述算法产生，并且满足充分下降性，则对任意k ≥ 1，都有

gTk dk = - gk 2
。 （11）

证明 （1）k = 1时，由式（9），有d1 = -g1，则gTk dk = gT1 d1 = - g1 2 < 0成立。

（2）k > 1时，由式（9），有dk = -θkgk + βLHk dk - 1，结合式（10），
gTk dk = -θk  gk 2 + βLHk gTk dk - 1

= -(1 + βLHk gTk dk - 1 gk 2 ) gk 2 + βLHk gTk dk - 1

= - gk 2。
因此，该方法对于任意的k都满足充分下降条件。

引理1.2 设序列{gk}和{dk}由算法A生成，对于任意的k ≥ 1，有0 < βLHk <  gk 2

 gk - 1
2 成立。

证明 由 βLHk 的定义式（10）显然可得 βLHk ≤  gk 2

( )gTk dk - 1
2 - dTk - 1gk - 1

，由引理 1.1中式（11）可知 gTk - 1dk - 1 =

- gk - 1
2
，那么βLHk ≤  gk 2

( )gTk dk - 1
2 +  gk - 1

2 ≤  gk 2

 gk - 1
2，结合βLHk 的定义，可以得到0 < βLHk <  gk 2

 gk - 1
2。
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2 算法收敛性

基本假设H[14]：

（H1）目标函数 f (x)在水平集Ω = {x ∈ Rn | f ( )x ≤ f ( )x1 }上有下界，其中x1为初始迭代点。

（H2）目标函数 f (x)在水平集Ω的某个邻域Λ内是连续可微，并且梯度函数g (x)满足Lipschitz连续，即

存在常数L > 0，使得

 g ( )x - g ( )y = L  x - y ，∀x, y ∈ Λ。 （12）
引理2.1 假设H成立，如果搜索方向dk满足gTk dk < 0，由算法1产生的序列{gk}和{dk}满足Zoutendijk条

件，那么∑( )gTk dk
2

 dk 2 < +∞。

定理1 假设H成立，算法1产生的序列{gk}有
lim
k → ∞ inf  gk = 0。 （13）

证明 用反证法证明，假设结论不成立，则存在常数γ > 0，使得

 gk ≥ γ, k ≥ 1。 （14）
由式（9）可知

dk + θkgk = βLHk dk - 1， （15）
把上式两边取平方模

(dk + θkgk) T (dk + θkgk) = (βLHk ) 2  dk - 1
2
， （16）

展开有

 dk 2 + 2θkgTk dk + θk 2  gk 2 = (βLHk ) 2  dk - 1
2
， （17）

移项有

 dk 2 = (βLHk ) 2  dk - 1
2 - 2θkgTk dk - θk 2  gk 2

， （18）
两边同时除以(gTk dk)

2
有

 dk 2

( )gTk dk
2 =

( )βLHk
2  dk - 1

2

( )gTk dk
2 - 2θk

gTk dk
- θk

2  gk 2

( )gTk dk
2 。 （19）

由引理1.2可以得知

0 < βLHk <  gk 2

 gk - 1
2，

进而有

 dk 2

( )gTk dk
2 ≤  gk 4

 gk - 1
4 ⋅  dk - 1

2

( )gTk dk
2 + 2 θk

gTk dk
- θ

2
k  gk 2

( )gTk dk
2 ，

结合式（11）可得

 dk 2

( )gTk dk
2 ≤  dk - 1

2

 gk - 1
4 + 2 θk

 gk 2 - θ2k

 gk 2 =  dk - 1
2

 gk - 1
4 - 1

 gk 2 (θ2k - 2θk + 1 - 1)

=  dk - 1
2

 gk - 1
4 - ( )θk - 1 2

 gk 2 + 1
 gk 2 ≤  dk - 1

2

 gk - 1
4 + 1

 gk 2。
（20）
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当k = 1时，由式（10）显然可以得到
 d1 2

( )gT1 d1
2 = 1

 g1 2。

当k > 1时，由式（20）可得

∑  dk 2

( )gTk dk
2 ≤∑ 1

 gi 2 + l = k
γ2
+ l， （21）

那么

∑( )gTk dk
2

 dk 2 ≥ r2∑ 1
k + r2l → +∞， （22）

与上述引理2.1矛盾，故

lim
k → ∞ inf  gk = 0。

即定理1得证。
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