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摘 要：本文主要研究分布依赖的随机微分方程弱解的存在性问题。利用Zvonkin转换、Krylov

估计、Prokhorov定理、Skorokhod表示定理和Hölder不等式等工具，在扩散系数满足弱连续的条件下

得到该随机微分方程弱解的存在性，同时研究了二阶抛物偏微分方程在系数几乎处处有界、退化

和一致连续的条件下解的正则性。
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Existence of Solutions for McKean Vlasov Stochastic Differential
Equations with Singular Coefficients
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Abstract:In this paper, we studied the existence of solutions for distribution dependent stochastic differential equation.
By means of Zvonkin's transformation, Krylov's estimation, Prokhorov's theorem, Skorokhod's representation theorem,
Hölder inequality and other tools, the existence of weak solutions for the stochastic differential equation was obtained under
the condition that the diffusion coefficient satisfies weak continuity. At the same time, we studied the regularity of solutions
of second order parabolic partial differential equations under the condition that the coefficients are almost everywhere
bounded, degenerate and uniformly continuous.
Keywords:distribution dependent stochastic differential equations；Zvonkin's transformation；coefficient degradation

设 (Ω,F,P )是完备概率空间，(F t ) t ≥ 0是其上满足通常条件的适应流。P (Rd )是可测空间 (Rd,B (Rd ))上所

有概率测度组成的集合，且赋予弱收敛拓扑。考虑Rd上分布依赖的随机微分方程（也称作McKean-Vlasov随
机微分方程）：

dX ( t ) = b( t,X ( t ), μX ( t) )dt + σ ( t,X ( t ), μX ( t) )dW ( t )， （1）
其中 b：R+ × Rd × P (Rd ) → Rd和σ：R+ × Rd × P (Rd ) → Rd ⊗ Rd是Borel可测函数，W ( t )是带流的概率空间

(Ω,F, (F t ) t ≥ 0,P )上的一个d维标准布朗运动，μXt: = P ∘ X -1
t 为过程{ X ( t ) } t ≥ 0在时刻 t的分布。
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McKean-Vlasov随机微分方程是系数依赖于分布的随机微分方程，也被称为分布依赖的随机微分方程

或者平均场随机微分方程。该模型首先由Vlasov在文献[1]中提出，对于粒子间存在“弱相互作用”的多粒子

系统，粒子间的相互作用可以有效地用平均场来刻画。文献[2]提出了用McKean-Vlasov随机微分方程来刻

画Boltzmann方程。文献[3]得到McKean-Vlasov随机微分方程解的分布刚好是一类Fokker-Planck偏微分方

程的广义解。文献[4]通过非线性Fokker-Planck方程广义解的唯一性得到相应的McKean-Vlasov随机微分

方程弱解的唯一性。反之，通过研究McKean-Vlasov随机微分方程解的性质可以研究Fokker-Planck偏微分

方程的广义解。本文将研究McKean-Vlasov随机微分方程（1）弱解的存在性。

关于McKean-Vlasov随机微分方程解的存在唯一性，目前的文献基本上是在扩散系数σσT满足一致椭

圆（即非退化）条件下研究的。文献[3]在扩散系数一致非退化、有界、Hölder连续、飘移系数可积的条件下，

利用Zvonkin变换，通过偏微分方程解的正则性得到了强解和弱解的存在性，再由逐轨道唯一性得到强解和

弱解唯一性。文献[5]考虑了有共同噪声的分布依赖的随机微分方程，在系数有界连续和初值 p阶矩存在的

条件下得到了弱解的存在唯一性。文献[6]研究了由α平稳过程驱动的随机微分方程，当漂移系数有界可测

且关于测度利普希茨连续、关于第一个分量Hölder连续时，得到了弱解的唯一性，再由逐轨道唯一性得到了

强解的存在唯一性。当系数不依赖于分布时，文献[7]在随机微分方程的扩散系数一致椭圆和Hölder连续的

条件下，利用Zvonkin变换方法，通过偏微分方程解的存在唯一性及最大正则估计，得到随机微分方程解的

存在性，再由逐轨道唯一性得到解唯一性。

当扩散系数σσT不满足一致椭圆条件时，目前没有文献研究方程（1）解的存在唯一性。当扩散系数和漂

移系数不依赖于分布时，文献[8]给出在非一致椭圆条件下，偏微分方程利普希茨弱解的某些正则性仍成立，

然后由Prokhorov定理和Skorokhod表示定理得到弱解的存在性。

因此，本文考虑一般情况下偏微分方程解的正则性从而得到McKean-Vlasov随机微分方程解的存在性。

本文对系数的要求如下：

（H1）扩散系数退化对每个 t, x, μ → σ ( t, x, μ )是弱连续的，对所有 t ≥ 0, x, y ∈ Rd, μ ∈ P (Rd )，存在 c0 ≥ 1，
γ ∈ (0, 1]使得

σ ( ⋅, ⋅ , μ ) ∈ L∞ (R+ × Rd,Rd ), σ ( t, x, μ ) - σ ( t, y, μ )
HS
≤ c0 | x - y |γ,

其中 || ⋅ ||HS表示矩阵希尔伯特-史密特范数。

漂移系数b满足以下两个条件之一。

（H2）对每个( t, x, μ ) → b( t, x, μ )是弱连续，对一些( p, q) ∈ J1，κ0 > 0，
sup
Z ∈ Stoch

 || bZ
L͂pq (T )

≤ κ0 < ∞,
其中，bX ( t, x) = b( t, x, μX ( t) )，J1和 ⋅ L͂pq (T )分别由式（2）和式（4）定义。

（H3）b( t, x, μ ) = ∫
Rd
b̄( t, x, y ) μ (dy )，其 中 b̄：R+ × Rd × Rd → R 是 有 界 可 测 函 数 且 存 在 h ∈ L͂p

q (R+ )，
( p, q) ∈ (2, ∞)且( p, q) ∈ J1，使得| b̄( t, x, μ ) | ≤ h ( t, x - y )。

由文献[3]知（H3）可以推出（H2）。
下面给出本文的主要结果。

定 理 1 在（H1）、（H2）或（H1）、（H3）条 件 下 ，对 任 意 ν ∈ Pβ (Rd )，方 程（1）存 在 一 个 弱 解

(Ω,F, (Ft ) t ≥ 0,P,X,W )，P ∘ X -10 = ν。
本文内容安排如下：第1节介绍符号和引理；第2节介绍二阶抛物方程解的正则性；第3节给出定理1的

证明。本文推广了文献[3]和[7]的结果。

1 符号和定义

设 Rd表示 d维欧氏空间。Br: = { x ∈ Rd:| x | < r }，其中 r > 0。Stoch: = {(Xt ) t ≥ 0为 (Ω,F,P )上的连续随机过
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程}。Pθ (Rd ): = { μ ∈ P (Rd ): ∫
Rd
| x |θ μ (dx) < ∞ }。Δ: =∑

i = 1

d ∂2
∂x2i ，∇: = (

∂
∂x1 ,

∂
∂x2 ,⋯,

∂
∂xd )。设 ρ为Rd上积分为 1的

光滑函数，ρ的支撑包含于单位球，定义 ρn (x): = nd ρ (nx)，n ∈ (0, ∞)。C∞b (Rd )代表Rd上任意阶导数连续且有

界的函数类。A ≲ B表示A ≤ CB，A ≍ B表示C-1B ≤ A ≤ CB，其中C为大于1的常数。设χ是满足如下条件的

非 负 光 滑 函 数 ，当 | x | ≤ 1 时 ，有 χ (x) = 1，当 | x | ≥ 2 时 ，有 χ (x) = 0。 当 r > 0，z ∈ Rd 时 ，定 义

χ zr (x): = χ ( x - zr )，χr (x): = χ ( xr )。对 j = 1, 2，定义

Jj: = { ( p, q) ∈ (1, ∞): dp + 2q < j}。 （2）
定义1.1 对α ∈ R，p ∈ (1, ∞)，定义

Hα, p: = (Ι - Δ) -α 2 (Lp )，
称之为贝塞尔位势空间，其上的范数定义为 f

α, p: =  ( )Ι - Δ α 2
p
，这里的 ⋅ p

是Lp范数。其中，(Ι - Δ) α 2 f:
= F-1 ((1 + | ⋅ |2) α 2

Ff)，F是傅里叶变换。

固定 r > 0，定义

H͂α, p: = {f ∈ Hα, p
loc (Rd ) ||| || f

α, p: = supz  χ zr f α, p < ∞}，
称之为局部的Hα, p空间。其中，Hα, p

loc (Rd ) = {f:∀χ zr ∈ C∞0 , χ zr f ∈ Hα, p}。
对T > 0，p, q ∈ (1, ∞)，α ∈ R，定义

Lp
q (T ): = Lq ( [ 0,T ] ; Lp )，Hα, p

q (T ): = Lq ( [ 0,T ] ; Hα, p )，
Hα, p

q (T )和 H͂α, p
q (T )上的范数分别定义如下：

 f Hα, pq (T ): = (∫0T f q

α, pdt)
1
q
， || f

H͂α, pq (T ): = supz ∈ Rd
 χ zr f Hα, pq (T )。

当q = ∞，p ∈ [1, ∞)时定义

L͂p, uni∞ (T ) = {f ∈ L͂p∞ (T ): limε → 0 supt ∈ [ 0,T ] || f ( t, ⋅ )∗ρε - f ( t, ⋅ )
p
: = lim

ε → 0 κ
f
T (ε) = 0}，

其中，( ρε ) ε ∈ (0,1)与ρn定义相同，L͂p∞ (T )的定义见式（5）。
为了简单起见，约定

L͂p
q (T ): = H͂0, p

q (0,T ),L͂p
q: = ∩

T > 0
L͂p
q (T ),H∞, p: = ∩

α > 0
Hα, p,H͂α, p

q : = ∩
T > 0

H͂α, p
q (T ),

则有

Lp
T (H∞,p ) = { ( t, x) ∈ Lq ( [T, ∞),H∞,p ):t > T}， （3）

 f L͂pq (T )
=  f H͂0,pq (0,T )

= sup
z ∈ Rd

 χ zr f H0,pq (T )
= sup

z ∈ Rd (∫0T χ zr f
q

p
dt)

1
q
， （4）

 f L͂p∞ (T )
=  f H͂0,p∞ (0,T )

= sup
z ∈ Rd

 χ zr f H0,p∞ (T )
= sup

z ∈ Rd
sup
t ∈ [ 0,T ] | χ

z
r f |p。 （5）

定义1.2 设X ∈ Stoch，令p, q ∈ (1, ∞)，T,κ > 0，如果对任意 f ∈ L͂p
q (T )，有

E (∫0T f ( t,X ( t ) )dt) ≤ κ  || f
L͂pq (T )
,

则称随机过程X满足Krylov估计的X的集合。

2 二阶抛物方程在 L͂p
q (T )空间中解的正则估计

考虑R+ × Rd上的二阶抛物偏微分方程
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∂ tu = aij∂ i∂ ju + bi∂ iu - λu + f, u (0) = 0， （6）

其中，λ ≥ 0，a ( t, x)：R+ × Rd → Rd ⊗ Rd和b( t, x)：R+ × Rd → Rd是Borel可测函数。

（Ha）设(aij)为正定对称矩阵，对任意μ ∈ P (Rd )，lim|x - y| → 0 supt ∈ R+
 a ( t, x) - a ( t, y )

HS
= 0且

aij ( t, ⋅ ) ∈ L∞ (Rd,Rd )。
当系数 b = 0，a满足（Ha）且对任意m ∈ N有 ∇maij ∞ < ∞时，给定 s < t，λ ≥ 0，φ,ψ ∈ C∞b (Rd )，考虑向前热

方程

∂ tu = aij∂ iju - λu, u ( s) = φ （7）
和倒向热方程

∂sw = λw - ∂ ij (aijw),w ( t ) = ψ。 （8）
由文献[9]定理3.2.1知方程（7）和（8）有唯一解，令u ( t )和w ( s)分别是方程（7）和（8）的唯一解，定义

Ts, tφ: = u ( t ), T ∗
s,t ψ: = w ( s)，

分别带入到方程（7）和（8），由链式法则得

< Ts, tφ,ψ >=< φ,T ∗
s, t ψ >。 （9）

令u ( t, x): = ∫0t Ts, t f ( s, x)ds，w ( t, x): = ∫0t T ∗
s, t f ( s, x)dt，u，w分别是以下向前方程

∂ tu = aij∂ i ju - λu + f, u ( s) | t ≤ 0 = 0 （10）
和倒向方程

∂sw = λw - ∂ ij (aijw) - f, w ( t ) | s ≥ T = 0 （11）
的解。

定理 2.1 在（Ha）条件下，对任意 ( p, q) ∈ (1, ∞)，T > 0，存在依赖 T, p, q, d, a, ε,λ的常数 C，使得对任意

f ∈ Lq
T (H∞,p )，λ ≥ 0，有

 ∇2uλ Lpq (T )
≤ C  f Lpq (T )

（12）
和

 ∇2wλ H-2,pq (T ) ≤ C  f H-2,pq (T )， （13）
其中uλ和wλ分别是方程（10）和（11）的解，此外，对∀α ∈ é

ë
ê0, 2 - 2q )，有

 uλ Hα, p∞ (T ) ≤ C  f Lpq (T )
（14）

和

 wλ Hα - 2, p∞ (T ) ≤ C  f H-2, pq (T )。 （15）
证明 （1）当p < q时，与文献[7]定理3.3的证明类似，详见附录。

（2）当p ≤ q时，因为式（12）和式（14）的证明与式（13）和式（15）类似，因此只证明式（13）和式（15）。
由Marcinkiewicz插值定理（文献[10]附录B）知，只需要证明对任意p > 1和n ∈ N，

 ∇2wλ H-2, pnq (T ) ≤ C  f H-2, pnq (T )。 （16）
下证式（16）。令ζz是支撑包含在球Bδ中的非负光滑函数，且∫

Rd
ζpdx = 1，其中δ > 0是待定的常数。令

ζz (x): = ζ (x - z ),ηz ( s): = az ( s) + εI,η ( s): = a ( s) + εI, az ( s): = a ( z, s)，
定义

wz ( s, z ): = w ( s, x) ζz (x), fz ( s, x): = f ( s, x) ζz (x)。
由式（11）两边同时乘上ζz (x)可得

259



2021年海南师范大学学报（自然科学版）

(∂sw) ζz = λwζz - ζz∂ ij (aijw) - fζz，
添项去项得

∂swz + ∂ ij [ (ηijz - εI )wz] - λwz + fz + [ ∂ ij (ηijw - εw) ] ζz - ∂ ij [ (ηijz - εI )wζz] = 0,
即

∂swz + ∂ ij (ηijz wz ) - ε∂ ijwz - λwz + fz + [ ∂ ij (ηijw) ] ζz - ε (∂ ijw) ζz - ∂ ij (ηijz wζz ) + ε [ ∂ ij (wζz ) ] = 0，
因此，

∂swz + ∂ ij (ηijz wz ) - λwz + ℏz = 0,wz (T ) = 0， （17）
其中

ℏz = fz + [ ∂ ij (ηijw) ] ζz - ε (∂ ijw) ζz - ∂ ij (ηijz wζz ) + ε [ ∂ ij (wζz ) ] - ε (∂ ijwz )
= fz + [ ∂ ij (ηijw) ] ζz - ε (∂ ijw) ζz - ∂ ij (ηijz wζz )。

由链式法则得

∂ ij (ηijwζz ) = [ ∂ ij (ηijw) ] ζz + (∂ ij ζz )ηijw + 2∂ j (ηijw)∂ i ζz，
因此，

ℏz = fζz - 2∂ j (ηijw)∂ i ζz - ηijw (∂ ij ζz ) + ∂ ij [ (ηij - ηijz )wζz] - ε (∂ ijw) ζz。 （18）
由文献[11]引理4.1得

( )∫
Rd
 ℏz p

-2, p dz
1
p = ( )∫

Rd



 fζz - 2∂ j (ηijw)∂ i ζz - ηijw (∂ ij ζz ) +∂ ij [ (ηij - ηijz )wζz ) ] - ε (∂ ijw) ζz p

-2, pdz
1 p

≤ C  f -2, p + Cδ∑
i,j
 ∂ j (ηijw) -2, p + Cδ∑i,j  ηijw -2, p + wη ( δ )  w p

+ εCδ  ∂ ijw
-2, p
,

（19）

其中

wη ( δ ): = sup
t ≥ 0

sup
|x - y| ≤ δ | η ( t, x) - η ( t, y ) |。

令ηn ( t, x): = η ( t, ⋅ )∗ρn，注意到ηij ( s): = aij ( s) + εI，aij ( t, ⋅ ) ∈ L∞ (Rd,Rd )，其中0 < ε < 1，类似于文献[7]第
9页的证明可得存在0 < ε1 < 1，使得

∑
i, j
 ∂ j (ηijw) -2, p +∑i,j  ηijw -2, p ≲  w -2, p + ε1  w p

, （20）
由文献[12]推论11知

 ∂ ijw -2, p ≲  w p
, （21）

将式（20）和式（21）带入式（19）得

(∫
Rd
 ℏz p

-2, pdz)
1
p ≲  f -2, p +  w -2, p + (ε + ε1 )  w p

, （22）
与文献[7]定理3.3（iii）的证明类似可得

 ∇2w np

H-2, pnp (S,T ) ≲  f np

H-2, pnp (S,T ) +  w np

H-2, pnp (S,T )。 （23）
令Azs, t: = ∫

s

t

ηz (r )dr，
Pzs, t f (x): = 1

(2π ) d2 det (Azs, t )
1
2
∫
Rd
e
- < ( (Azs, t )-1y, y ) > 2 f (x - y )dy,

则方程（17）的解可写为

wz ( s, x) = ∫
s

T

eλ( s - t)Pz
s, tℏz ( t, x)dt。

由ηz ( s)的定义和（Ha）条件知ηz ( s) ≥ ε > 0，并由文献[12]定理13.3.10得对任意α ∈ [ 0, 2)，存在常数C =
C (α, d, p, c,T,λ) > 0，使得对所有 z ∈ Rd，
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 wz ( s, x)
α - 2, p =







∫

s

T

eλ( s - t)Pz
s, tℏz ( t, x) dt

α - 2, p

= 








∫

s

T

eλ( s - t)
1

(2π )d 2 det (Azs, t )1 2 ∫Rd e- < ( (Azs, t )-1y, y ) > 2ℏz ( t, x - y )dy dt α - 2,p

≲ ∫
s

T

eλ( s - t)
1

(2π )d 2 det (Azs, t )1 2 ∫Rd e- < ( (Azs, t )-1y, y ) > 2  ℏz ( t, x - y )
α - 2, pdy

≲ ∫
s

T

eλ( s - t)  ℏz ( t ) -2, pdt
≲ ∫

s

T

 ℏz ( t ) -2, p dt，
因此，由文献[11]引理4.1和文献[12]推论13.3.11得，对任意α ∈ [ 0, 2)，存在常数N > 0，有

 w ( s)
α - 2, p ≲ ( )∫

Rd
 wz ( s) p

α - 2, pdz
1
p ≲ ∫

s

T∫
Rd
( ) ℏz ( t ) p

-2, pdz
1
p dt

≲ ∫
s

T( ) f ( t ) -2, p +  w ( t ) -2, p + (ε + ε1 )  w ( t )
p
dt

≲ ∫
s

T( ) f ( t ) -2, p +  w ( t ) -2, p + N (ε + ε1 )  ∇2w ( t ) -2, p dt
≲ ∫

s

T( ) f ( t ) -2, p +  w ( t ) -2, p +  ∇2w ( t ) -2, p dt。

（24）

在式（23）和式（24）中分别取α = 0，n = 1，可得

 w ( s) p

α - 2, p ≲ ∫sT( ) f ( t ) p

-2, p +  w ( t ) p

-2, p +  ∇2w p

-2, p dt ≲ ∫sT( ) f ( t ) p

-2, p +  w ( t ) p

-2, p dt，
由Gronwall不等式知

 w p

H-2, p∞ (T ) = sup
s ∈ [ 0,T ] w ( s) p

-2, p ≲  f p

H-2, pp (T ) ≲  f p

H-2, pnp (T ),
又 w H-2,pnp (T ) ≲  w H-2,p∞ (T )，因此式（16）得证。

利用式（24）和Hölder不等式得

 w ( s) q

α - 2, p ≲ ∫sT( ) f ( t ) -2, p +  w ( t ) -2, p +  ∇2w -2, p
qdt

≲ ∫
s

T( ) f ( t ) q

-2, p +  w ( t ) q

-2, p +  ∇2w q

-2, p dt
≲  f q

H-2, pp (T ) + ∫sT w ( t ) q

-2, p dt,
取α = 0，由Gronwall不等式得

 w q

H-2, p∞ (T ) = sup
s ∈ [ 0,T ] w ( s) q

-2, p ≲  f q

H-2, pq (T )。
证毕。

定理 2.2 令 ( p, q) ∈ (1, ∞)，假设（Ha）成立，若
d
p
+ 2
q
< 1，T > 0，有 || b

L͂pq (T )
≤ κbT < ∞，则对任意 f ∈ L͂p

q，

λ ≥ 1，方程（6）有唯一强解u ∈ H͂2,p
q ，即对任意 t ≥ 0，x ∈ Rd，有

u ( t, x) = ∫0t (aij∂ i∂ j )u ( s, x)ds + ∫0t (bi∂ i u ) ( s, x)ds - λ∫0t u ( s, x)ds + ∫0t f ( s, x)ds。
此外，对任意T > 0，α ∈ é

ë
ê0, 2 - 2q )，存在依赖α, p, q, d,T, c0,κbT的常数C > 0，使得对任意λ ≥ 1，有

λ
1 - α2 -

1
q  || u H͂α, p∞ (T ) +  || ∂ tu

L͂pq (T )
+  || u H͂2, pq (T ) ≤ C  || f

L͂pq (T )
。 （25）
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证明的方法与文献[7]定理3.1的类似，详见附录。

注注：该定理考虑了系数α在非一致椭圆（即退化）条件下，得到二阶抛物方程解的正则估计，从而推广了

文献[7]的结论。

3 主要结果及其证明

在证明定理1之前，需要以下引理。

引理 3.1 在（H1）、（H2）或（H1）、（H3）条件下，对任意 μ ∈ Pβ (Rd )，Z ∈ Stoch，方程 dX ( t ) = bZ ( t,X ( t ) )dt +
σZ ( t,X ( t ) )dW ( t )，Ρ ∘ X -10 = ν有唯一弱解(Ω,F, (Ft ) t ≥ 0,P,X,W )。此外令Θ = (d, p, q,C0,γ,κ0, β )，则

（1）对任意T > 0，存在C1 = C1 (Θ,T ) > 0，使得

E ( supt ∈ [ 0,T ] |X ( t ) |
β) ≤ C1 (E |X (0) |β + 1)， （26）

对任意δ < T，有
E ( sup

t ∈ [ 0,T - δ ] |X ( t + δ ) - X ( t ) |
β) ≤ C1 δβ。 （27）

（2）对任意 ( p1, q1 ) ∈ J1，T > 0，存在 C2 = C2 ( p1, q1, Θ,T ) > 0，使得对所有 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ T，f ∈ L͂p1q1 ( t0, t1 )，
有

E (∫t0t1 f ( s,X ( s) )ds |Ft0) ≤ C2  || f
L͂
p1
q1 ( t0, t1)

。 （28）
证明 利用Zvonkin转换去掉漂移项bZ。令λ,T > 0，考虑倒向偏微分方程

∂ tu + (ℓσZt - λ)u + bZ ⋅ ∇u + bZ = 0, u (T, x) = 0， （29）
其中

ℓσZt u (x) = 12 ∑i, j, k = 1
d (σjk

t σik
t )(x, μZt )∂ i∂ ju (x)。

设aij: = 12 σjkσik，由（H1）知 aij ( t, ⋅ ) ∞ =










1
2 σjk

t σik
t

∞
≤ 14  (σjk

t )2 ∞ + 14  (σik
t )2 ∞ < ∞,

lim|x - y| → 0 supt ∈ R+











1
2 (σjkσik ( t, x, μ ) - σjkσik ( t, y, μ ) )

HS

≤ lim|x - y| → 0 supt ∈ R+
1
2  (σik ( t, x, μ ) - σik ( t, y, μ ) ) 2

HS

≤ lim|x - y| → 0
1
2 c0 || x - y 2γ = 0,

得（Ha）成立。所以在第三节得到的结果在此小节中可以使用。由（H2）及定理 2.2得，式（29）有唯一解

u ∈ H͂2, p
q ，且对任意α ∈ é

ë
ê0, 2 - 2q )，存在一个常数 c1 = c1 (α, Θ,T ) > 0，使得对所有λ ≥ 1，

λ
1 - α2 -

1
q  || u H͂α, p∞ (T ) +  || u H͂2, pq (T ) ≤ C  || bZ

L͂pq (T )
， （30）

特别地，因为
d
p
+ 2
q
< 1，由Sobolev嵌入，可选足够大的λ，使得

 u L∞ (T ) +  ∇u L∞ (T ) ≤ 12。 （31）
定义Φ( t, x): = x + u ( t, x)，由中值定理得

|| x - y
2 ≤ |Φ( t, x) - Φ( t, y ) | ≤ 2 | x - y |, （32）

由链式法则易得
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∂ tΦ + ℓσZt Φ + bZ ⋅ ∇Φ = λu = ∂ tu + ℓσZt u + bZ ⋅ ∇u + bZ。 （33）
由广义的伊藤公式（文献[11]引理3.6）和式（33），有
Y ( t ): = Φ( t,X ( t ) ) = Φ(0,X (0) ) + λ∫0t u ( s,X ( s) )ds + ∫0t (σZ ( s,X ( s) ) ⋅ ∇Φ( s,X ( s) ) dW ( s)

=Φ(0,X (0) ) + ∫0t b͂( s,Y ( s) )ds + ∫0t σ͂ ( s,Y ( s) ) dW ( s), （34）

其中，σ͂: = (σZ ⋅ ∇Φ) ∘ Φ-1, b͂: = λu ∘ Φ-1。
由式（32）得

||Φ-1 (Φ( t, x) ) - Φ-1 (Φ( t, y ) )
2 ≤ |Φ( t, x) - Φ( t, y ) | ≤ 2 |Φ-1 (Φ( t, x) ) - Φ-1 (Φ( t, y ) ) |，

令Φ( t, x) = u, Φ( t, y ) = v，得
|| u - v

2 ≤ |Φ-1
t (u ) - Φ-1

t ( v ) | ≤ 2 | u - v |， （35）
由式（32）、式（35）和（H1）得

 σ͂ ∞ =  (σZ ⋅ ∇Φ) ∘ Φ-1
∞ =  σZ (Φ-1) ⋅ ∇Φ(Φ-1) ∞ ≤ 2 σZ (Φ-1) ∞ < C，

 σ͂ (x) - σ͂ (y )
HS
=  (σZ ⋅ ∇Φ) ∘ Φ-1 (x) - (σZ ⋅ ∇Φ) ∘ Φ-1 (y )

HS

= (σZ (Φ-1 (x) ) - σZ (Φ-1 (y ) ) ) ⋅ ∇Φ(Φ-1 (x) )
+ σZ (Φ-1 (y ) ) ⋅ (∇Φ(Φ-1 (x) ) - ∇Φ(Φ-1 (y ) ) )
HS

≤ c0  Φ-1 (x) - Φ-1 (y ) γ < c0 || x - y γ,
由式（31）和 b͂定义易得

 b͂ L∞ (T ) +  ∇b͂
L∞ (T ) ≤ 4λ， （36）

综上，得

σ͂ ( ⋅, ⋅ , μ ) ∈ L∞ (R+ × Rd,Rd ) ,  σ͂ ( t, x, μ ) - σ͂ ( t, y, μ )
HS
≤ c0 | x - y |γ,  b͂ L∞ (T ) +  ∇b͂

L∞ (T ) ≤ 4λ。
由文献[9]定理5.1.1得方程（34）存在唯一弱解。

设β > 0，式（26）由BDG不等式即得

E ( )sup
t ∈ [ 0,T ] || Y ( t ) β = E ( )sup

t ∈ [ 0,T ]
|
|
|

|
|
|Φ(0,X (0) ) + ∫0t b͂( s,Y ( s) )ds + ∫0t σ͂ ( s,Y ( s) ) dW ( s)

≲ E ||Φ(0,X (0) ) β + E ( )sup
t ∈ [ 0,T ]

|
|
|

|
|
| ∫0t b͂( s,Y ( s) )ds β + E ( )sup

t ∈ [ 0,T ]
|
|
|

|
|
| ∫0t σ͂2 ( s,Y ( s) ) ds

β
2

≲ E ||Φ(0,X (0) ) β +  b͂ β

L∞ (T )T
β +  σ͂ β

L∞ (T )T
β
2

≲ C1 ( )1 + E ||Φ(0,X (0) ) β 。
式（28）与文献[13]定理2.1的证明类似，详见附录。由式（32）和BDG不等式得

E ( )|| Y ( δ + τ ) - Y (τ ) β ≲ E ( )||||
|
| ∫

τ

τ + δ
b͂( s,Y ( s) )ds β + E ( )||||

|
| ∫

τ

τ + δ
σ͂2 ( s,Y ( s) ) ds

β
2

≲  b͂ β

L∞ (T ) δ
β +  σ͂ β

L∞ (T ) δ
β
2

≲C1 δβ,
然后由文献[14]引理2.7和式（32）得式（27）。

下面给出定理1的证明。
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定理定理1的证明的证明 设X 0
t ≡ X0，对n ∈ N考虑随机微分方程

Xn ( t ) = Xn (0) + ∫0t bn ( s,Xn ( s), μXn ( s) )ds + ∫0t σn ( s,Xn ( s), μXn ( s) )dW ( s)， （37）
其中，

bn ( s, x, μ ): = ( -n ) ∨ b( s, x, μ ) ∧ n，σn ( s, x, μ ): = ( -n ) ∨ σ ( s, x, μ ) ∧ n，
在条件（H3）下，bn ( t, x, μ ) = ∫

Rd
b̄n ( t, x, y ) μ (dy )，其中 b̄n ( s, x, μ ): = ( -n ) ∨ b̄( s, x, μ ) ∧ n。

因 为 bn 有 界 可 测 ，由 文 献 [15]定 理 1.2 知 式（37）存 在 一 个 弱 解 (Ω,F, (Ft ) t ≥ 0,P,Xn,W )，其 中

P ∘ (Xn0 )-1 = ν。由（H2）知

sup
Z ∈ Stoch

 || bn,Z
L͂pq (T )

≤ sup
Z ∈ Stoch

 || bZ
L͂pq (T )

≤ κ0，
所以由引理3.1知，Xn ( t )满足式（26）、（27）和（28）。

由式（26）可得，(Xn,Wn )的分布Qn是胎紧的，令Q是Qn的极限点。设Qn弱收敛到Q，则由Skorokhod表
示定理，存在概率空间(Ω͂, F͂, P͂)和其上的(X͂n, W͂ n)和(X͂, W͂)使得

(X͂n, W͂ n)→ (X͂, W͂) , P͂ - a.s. （38）
和

P͂ ∘ (X͂n, W͂ n) -1 = Qn = P͂ ∘ (X͂n, W͂) -1, P͂ ∘ (X͂, W͂) -1 = Q。 （39）
定义 F͂ n

t : = σ (W͂ n
s , X͂ n

s ; s ≤ t)，则有

P (Wt - Ws ∈ ⋅|Fs) = P (Wt - Ws ∈ ⋅ )⇒ P͂ (W͂ n
t - W͂ n

s ∈ ⋅| F͂n
s) = P͂ (W͂ n

t - W͂ n
s ∈ ⋅ )，

即 W͂ n
t 是 F͂ n

t 布朗运动。因此，由（37）和（39）得
X͂n ( t ) = X͂n (0) + ∫0t bn ( s, X͂n ( s), μX͂n ( s) )ds + ∫0t σn ( s, X͂n ( s), μX͂n ( s) )dW͂ n ( s)。

由文献[3]知条件（H3）可以推出（H2）。因此当漂移系数 b满足)条件（H3）时，由式（28）和定义1.2知对任

意 ( p1, q1 ) ∈ J2，存 在 κ > 0 使 得 对 任 意 n ∈ N，有 X͂n ∈ K p1, q1
T,κ ，因 为 | b̄( t, x, μ ) | ≤ h ( t, x - y )，其 中

h ∈ Lqloc (R+ ; L͂p (Rd )) ⊂ L͂p
q，( p, q) ∈ J1，选择 γ > 1 使得

dγ
p
+ γ
q
< 1 成立。取 p1 = p2 = pγ，q0 =

q
γ
，q1 = q2 =

2q
q + γ，易得

b̄ ∈ L͂p, ∞
q = L͂γp1, ∞

γq0 ⊂ ∩
p' ≥ 1

L͂γp1, p'
γq0 ，

因此，漂移系数b满足文献[3]引理2.9的条件。由文献[3]引理2.9和其证明过程得

lim
n → ∞ E (∫0t |

|
|
| b( s, X͂ n ( s), μX͂n ( s) ) - b( s, X͂ ( s), μX͂ ( s) ) ds) = 0，

lim
n → ∞ supn E (∫0t || b̄m ( s, X͂ n ( s), Y͂ n ( s) ) - b̄( s, X͂n ( s), Y͂ n ( s) ) ds) = 0，

其中 Y͂ n ( s)是 X͂ n ( s)的独立复制。由式（38）、文献[3]引理2.8、2.9及文献[16]定理6.22知，当n → ∞时，

X͂ ( t ) = X͂ (0) + ∫0t b( s, X͂ ( s), μX͂ ( s) )ds + ∫0t σ ( s, X͂ ( s), μX͂ ( s) )dW͂ ( s)。
证毕。

4 附录

当q < p时定理2.1的证明

设 r = p
p - 1 < θ =

q
q - 1，由式（9）和Hölder不等式得
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 ∇2w
Lpq (T ) = sup

g ∈ L∞T (C∞c ), g Lrθ (T )
≤ 1 ∫0T∫Rd( )∫0t Ts, t f ( s, x)ds ∇2g ( t, x)dxdt

= sup
g ∈ L∞T (C∞c ), g Lrθ (T )

≤ 1 ∫0T∫0t ( )∫
Rd
Ts, t f ( s, x)∇2g ( t, x)dx dsdt

= sup
g ∈ L∞T (C∞c ), g Lrθ (T )

≤ 1 ∫0T∫0t ( )∫
Rd
f ( s, x)T *

s, t∇2g ( t, x)dx dsdt

= sup
g ∈ L∞T (C∞c ), g Lrθ (T )

≤ 1 ∫0T∫Rd f ( s, x) ( )∫
s

T

T *
s, t∇2g ( t, x)dt dxds

≤C sup
g ∈ L∞T (C∞c ), g Lrθ (T )

≤ 1
 f Lpq (T )  ∇2g H-2, pθ (T ) ≤ C  f Lpq (T )

。
证毕。

定理定理2.2证明证明 由标准连续方法[17]知，只需证明先验估计式（25）即可。下面将分为三步进行证明。

（1）(b = 0)对T > 0，( p, q) ∈ (1,∞)，设 f ∈ Lp
q (T )，u ∈ H2, p

q (T )满足方程（6）。定义

un ( t, x): = u ( t, ⋅ )∗ρn (x), an ( t, x) = a ( t, ⋅ )∗ρn (x), fn ( t, x) = f ( t, ⋅ )∗ρn (x),
将其带入到方程（6）得

∂ tun = an ij∂ i jun - λun + gn,
其中

gn: = fn + (aij∂ iju )∗ρn - aij∂ ijun,
因为 an 满足 (Ha)，gn ∈ Lp

T (H∞, p )，由定理 2.1可得对任意 α ∈ [ 0, 2 - 2
q
)，存在 C > 0，使得对每一个 n ∈ N，

λ ≥ 1，有
λ
1 - α2 -

1
q  un Hα, p∞ (T ) +  ∂ tun Lpq (T )

+  ∇2un H2, pq (T )

≤ C (  fn Lpq (T )
+  (aij∂ iju )∗ρn - aij∂ ijun Lpq (T )

),
令n → ∞，由卷积的性质得

λ
1 - α2 -

1
q  u Hα,p∞ (T ) +  ∂ tu Lpq (T )

+  ∇2u
Lpq (T ) ≤ C  f Lpq (T )

， （40）
在方程（6）两边同时乘上χ zr 得

∂ t (uχ zr ) = aij∂ i j (uχ zr ) - λuχ zr + gzr,
其中

gzr: = fχ zr + χ zr aij∂ iju - aij∂ ij (uχ zr ),
对任意α ∈ [ 0, 2 - 2

q
)，由式（40）得

λ
1 - α2 -

1
q  uχ zr Hα, p∞ (T ) +  ∂ tuχ zr Lpq (T )

+  ∇2 ( )uχ zr ||Lpq (T ) ≲  gzr Lpq (T )
,

用链式法则，对aij∂ ij (uχ zr )求导得

aij∂ ij (uχ zr ) - aij χ zr∂ iju = aiju∂ ij χ zr + 2aij∂ iu∂ j χ zr ,
有

 gzr Lpq (T )
≲  fχ zr Lpq (T )

+  uχ z2r Lpq (T )
+  ∇u ⋅ χ z2r Lpq (T )

,
因此，对任意α ∈ é

ë
ê0, 2 - 2q )和ε2 ∈ (0, 1)，和任意 r, r' > 0，有 sup

z ∈ Rd
 fχ zr Hα, pq (T ) ≍ supz ∈ Rd

 fχ zr' Hα, pq (T )，在 z ∈ Rd上取上确

界，对任意λ ≤ 1有
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λ
1 - α2 -

1
q  || u H͂α, p∞ (T ) +  || ∂ tu

L͂pq (T )
+  || u H͂2,pq (T )

≲  || f
L͂pq (T )

+  || u
L͂pq (T )

+  || u H͂1,pq (T )

≤  || f
L͂pq (T )

+  || u
L͂pq (T )

+ ε2  || u H͂2, pq (T ),
取ε2 = 12，有

λ
1 - α2 -

1
q  || u H͂α, p∞ (T ) +  || ∂ tu

L͂pq (T )
+  || u H͂2, pq (T ) ≲  || f

L͂pq (T )
+  || u

L͂pq (T )
,

特别地，取α = 0，有
 || u (T )

p
≲  || f

L͂pq (T )
+ (∫0T || u

q

p
ds)

1
q ,

由Gronwall不等式得

 || u
L͂p∞ (T )

≲  || f
L͂pq (T )
,

因此对任意α ∈ é
ë
ê0, 2 - 2q )，有

λ
1 - α2 -

1
q  || u H͂α,p∞ (T )

+  || ∂ tu
L͂pq (T )

+  || u H͂2,pq (T )
≲  || f

L͂pq (T )
。 （41）

（2）(b ≠ 0)设由λ ≥ 1，q1 ∈ ( 2pp - d , q
ù

û
ú，则对任意α ∈ é

ë
ê0, 2 - 2q )，有

λ
1 - α2 -

1
q  || u H͂α, p∞ (T ) +  || ∂ tu

L͂pq (T )
+  || u H͂2,pq (T )

≲  || f + bi∂ iu
L͂pq1 (T )

≲  || f
L͂pq1 (T )

+  || bi∂ iu
L͂pq1 (T )
。

（42）

设
1
q2
+ 1
q
= 1
q1
，由Hölder不等式和Sobolev嵌入不等式得对任意θ ∈ ( dp , 1 - 2q1 )，有

 || bi∂ iu
L͂pq1 (T )

≤  b L͂pq (T )  || u H͂1,∞q2 (T )
≲  || u H͂1 + θ, pq2 (T ),

对上式取α = 1 + θ，带入式（42）中得

λ
1
2 -

θ
2 -

1
q1  || u H͂1 + θ, p∞ (T ) ≲  || f

L͂pq1 (T )
+  || u H͂1 + θ, pq2 (T ),

特别地，若q1 < q，那么有q2 < ∞，由Gronwall不等式得

 || u H͂1 + θ, p∞ (T ) ≲  || f
L͂pq1 (T )

≲  || f
L͂pq (T )
,

综上得出式（25）。
式（28）证明

令 r = d + 1，因为 L͂p
q (T0 ) ∩ L͂r

r (T0 )在 L͂p
q (T0 )中稠密。下证当 f ∈ L͂p

q (T0 ) ∩ L͂r
r (T0 )时，式（28）成立。固定

T ∈ [ 0,T0]，由文献[3]定理2.2知
∂ tu + ℓσZt u + bZ ⋅ ∇u + bZ = f, u (T, x) = 0

有唯一弱解u ∈ H͂2, p
q ∩ H͂2, r

r 。此外有对任意S ∈ [ 0,T ]，α ∈ é
ë
ê0, 2 - 2q )，存在一个依赖α, p, d,T, c0,κbT,κbT (ε)的正

常数C，使得

 || ∂ tu
L͂ p
q (S,T )

+  || u H͂2, pq (S,T ) ≲  || f
L͂ p
q (S,T )

（43）
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和

 || ∂ tu
L͂ r
r (S,T )

+  || u H͂2,rr (S,T )
≲  || f

L͂ r
r (S,T )

， （44）
特别地，有

sup
( t,x) ∈ [ S,T ] × Rd

| u ( t, x) | ≲  || f
L͂pq (S,T )

。 （45）
设 ρ为Rd + 1上积分为1的光滑函数，ρ的支撑包含于单位球，ρn ( t, x): = nd + 1 ρ (nt, nx)，设当S ≤ T时，u ( s, ⋅

) = 0，s ≤ 0时，u ( s, ⋅ ) = u (0, ⋅ )，定义

un ( t, x): = ∫
Rd + 1
u ( s, y ) ρn ( t - s, x - y )dsdy,

和

fn ( t, x): = ∂ tun + ℓσZt un + bZ ⋅ ∇un,
因此，由式（43）、（44）和卷积的性质，有

 fn - f L͂ r
r (T )
≤  ∂ t (un - u ) L͂ r

r (T )
+  bi∂ i (un - u ) L͂ r

r (T )
+ K  ∂ i∂ j (un - u ) L͂ r

r (T )

≤  ∂ t (un - u ) L͂ r
r (T )
+  bi ∞  ∂ i (un - u ) L͂ r

r (T )
+ K  un - u H͂2, rr (S,T )

≤  ∂ t (un - u ) L͂ r
r (T )
+ C  un - u H͂2, rr (S,T )

→ 0,
（46）

因此，由经典的Krylov估计（文献[18]引理5.1），有
lim
n → ∞ E (∫0T ∧ τ || fn ( s,X ( s) ) - f ( s,X ( s) ) ds) ≤ limn → ∞  fn - f L͂ r

r (T )
= 0。 （47）

对un ( t,X ( t ) )用伊藤公式，对任意 t < τ有
un ( t,X ( t ) ) = un (0,X (0) ) + ∫0t fn ( s,X ( s) )ds + ∫0t ∂ i (un ( s,X ( s) ) )σik ( s,X ( s) )dWk ( s),

由 sup
s,x | ∂ i (un ( s, x) ) | ≤ Cn和Doob最优定理，有

E é
ë
ê∫

S ∧ τ
T ∧ τ∂ i (un ( s,X ( s) ) )σik ( s,X ( s) )dWk ( s) |FSùûú = 0，

因此，由式（45）有
E é
ë
ê

ù
û
ú∫

S ∧ τ
T ∧ τ
fn ( s,X ( s) )ds |F S

= E é
ë
ê

ù
û
ú∫

S ∧ τ
T ∧ τ
un (T ∧ τ,X (T ∧ τ ) ) - un (S ∧ τ,X (S ∧ τ ) ) |FS

≤ 2 sup
( t, x) ∈ [ S,T ] × Rd

|| un ( t, x) sup
( t, x) ∈ [ S,T ] × Rd

|| u ( t, x) ≲  || f
L͂ p
q (S,T )

,
综上，得对任意( p1, q1 ) ∈ J1，T > 0，存在C2 = C2 ( p1, q1, Θ,T ) > 0，使得对所有0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ T，f ∈ L͂p1

q1 ( t0, t1 )，有
E
é

ë
ê∫

t0

t1
f ( s,Y ( s) )ds |Ft0ùûú ≤ C2  || f

L͂
p1
q1 ( t0, t1)

,
由变量变换和式（35）得式（28）。证毕。
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