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无界域上带非线性阻尼和强阻尼随机波动
方程解的性态
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（河海大学 理学院，江苏 南京 211100）
摘 要：本文研究无界域上带非线性阻尼、强阻尼以及可加噪声的非自治随机波动方程随机吸

引子的存在性。首先证明该方程组的解可以定义一个随机动力系统，然后对方程的解进行一致估

计得到此随机动力系统D -拉回随机吸收集的存在性，最后利用空间分割的方法克服无界域上

Sobolev嵌入缺乏紧性的困难并证得此随机动力系统的D -拉回渐近紧性，进而得到该动力系统随

机吸引子的存在性。
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The Behavior of Solutions to Stochastic Wave Equations with
Nonlinear Damping and Strong Damping on Unbounded Domains

WU Yuan，QIAO Dan，LI Xiaojun*

（School of Science，Hehai University，Nanjing 211100，China）
Abstract:This article investigated the existence of random attractor for non-autonomous stochastic wave equation with
nonlinear damping term and strong damping term, as well as additive noise on the unbounded domain. Firstly, it was proved
that the solution of the equation can generate a random dynamical system, and then the uniform estimation of the solution
was given to get the existence of D -pullback random absorbing set of the random dynamical system. Finally, the method of
space division was used to overcome the non-compactness of Sobolev embedding on the unbounded domain and get the
D -pullback asymptotical compactness of the random dynamical system, and then the existence of the random attractor of
the dynamic system was obtained.
Keywords:strong damping；wave equations；random attractor；asymptotic compactness；unbounded domain

本文研究定义在Rn上带有非线性阻尼、强阻尼以及可加噪声的非自治随机波动方程解的渐近行为：

utt + h (ut) - Δu - αΔut + ξu + f (x, u) = g (x, t) + Q (x) dWdt ，t > τ， （1）
初值为

u (τ, x) = u0 (x)，ut (τ, x) = u1 (x)，x ∈ Rn，τ ∈ R， （2）
其中，1 ≤ n ≤ 3，ξ是正常数，g ∈ L2loc (R, L2 (Rn))，Q (x) ∈ H 1 (Rn)，W是定义在概率空间 (Ω,F,Ρ)上的双边实值

Wiener过程，其中Ω = {ω ∈ C (R,R) :ω (0) = 0}，F为Ω上的一个Borel σ -代数，P是相应的Wiener测度，假设

非线性函数h、f满足以下条件：
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（H1）对任意的x ∈ Rn，u ∈ R，有
| f (x, u) | ≤ c1 | u |γ + φ1 (x)，φ1 (x) ∈ L2 (Rn)， （3）
f (x, u)u - c2F (x, u) ≥ φ2 (x)，φ2 (x) ∈ L1 (Rn)， （4）
F (x, u) ≥ c3 | u |γ + 1 - φ3 (x)，φ3 (x) ∈ L1 (Rn)， （5）
| fu (x, u) | ≤ c4 | u |γ - 1 + φ4 (x)，φ4 (x) ∈ H 1 (Rn)， （6）

其中，ci (i = 1, 2, 3, 4)是正的常数；F (x, u) = ∫0u f ( )x, s ds；当n = 1，2时，γ ≥ 1，当n = 3时，γ ∈ [1, 3)。
（H2）存在正常数β1和β2，使得

h (0) = 0，0 < β1 ≤ h′(v) ≤ β2 < ∞。 （7）
（H3）假设非自治确定外力项满足条件：存在正常数σ，使得

∫-∞τ eσs  g ( )⋅, s 2ds < ∞,∀τ ∈ R。 （8）
波动方程是一类重要的偏微分方程，具有广泛的物理背景，主要用于描述自然界中各种波动现象，例如

声波、光波和无线电波等，为声学、电磁学和流体力学等领域的研究提供了强有力的科学理论依据。目前已

有许多学者对波动方程进行了研究，如：文献[1-2]研究了有界区域上自治随机波动方程所确定的随机动力

系统随机吸引子的存在性，文献[3-4]研究了带强阻尼波方程吸引子的存在性。文献[5-6]对非自治随机动力

系统进行了研究，通过引入两个驱动动力系统，证明了非自治随机动力系统随机吸引子存在的充分必要条

件。关于随机波动方程的其他研究参见文献[7-8]。目前还没有文献研究无界域上带有非线性阻尼以及强

阻尼的随机波动方程。

本文将研究无界域上带有非线性阻尼以及强阻尼的随机波动方程。在无界域的情况下，由于Sobolev嵌
入紧性的缺失，可以利用有界球上的一致估计以及无界域上的尾部一致小估计证明动力系统的渐近紧性，

如文献[9]。本文采用对解的一致估计和区域分割的方法来克服Rn上Sobolev嵌入缺乏紧性的困难，即在有

界域上对相应的解进行渐近估计，对相应无界域上的解进行一致小估计，并结合解的分解估计得到了该随

机动力系统的渐近紧性，进而得到随机吸引子的存在性。

本文中，|| ⋅ ||和( ⋅, ⋅ )分别表示L2 (Rn )上的范数和内积，|| ⋅ ||X表示一般的Banach空间上的范数，字母 c表
示某一正常数，且其值可能每行各不相同，字母 ci (i = 1, 2,⋯)表示特定常数。

1 准备知识

令X是可分的Banach空间，(Ω,F,P)是概率空间，其中Ω = {ω ∈ C (R,R) :ω (0) = 0}，F是Ω上紧开拓扑诱

导的Borel σ-代数，P表示(Ω,F)上相应的Wiener测度。定义变换

θtω (s) = ω (t + s) - ω (t)，ω ∈ Ω，∀t, s ∈ R，
则(Ω,F,P, (θt) t ∈ R)为完备度量动力系统。下面引入一些关于随机动力系统以及随机吸引子的概念与基本结

果，详见文献[5]。
定义1.1 称定义在X和R以及(Ω,F,P, (θt) t ∈ R)上的映射Φ:R+ × R × Ω × X → X为连续动力系统，若对

任意的τ ∈ R，ω ∈ Ω，t, s ∈ R+，有
1）Φ ( ⋅ , τ, ⋅ , ⋅ ) :R+ × Ω × X → X是(B (R+ ) × F × B (X ),B (X ) ) -可测的；

2）Φ (0, τ,ω2, ⋅ )是X上的恒同映射；

3）Φ (t + s, τ,ω, ⋅ ) = Φ (t, τ + s, θsω, ⋅ ) ∘ Φ (s, τ,ω, ⋅ )；
4）Φ (t, τ,ω, ⋅ ) :X → X是连续的。

设 D͂ = {D͂ (τ,ω ): τ ∈ R,ω ∈ Ω}是X的非空子集族，D表示集族满足一定条件的 D͂的集合。
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定义 1.2 称 X上的非空有界子集族 D͂ = (D͂ (τ,ω) :τ ∈ R,ω ∈ Ω)是缓增的随机集族，如果对任意的

c > 0，τ ∈ R，ω ∈ Ω，有

lim
t → ∞ e

ct  D͂ (τ + t, θtω ) = 0， （9）
其中 D͂ = sup

x ∈ D  x 。

给定 D͂ ∈ D，称Ω (D͂) = (Ω (D͂, τ,ω) :τ ∈ R,ω ∈ Ω)是 D͂的Ω -极限集，其中

Ω (D͂, τ,ω) = ∩
r ≥ 0

- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- --∪
t ≥ r
Φ ( )t, τ - t, θ-tω, D͂ ( )τ - t, θ-tω 。 （10）

定义1.3 称动力系统Φ在X上是D -拉回渐近紧的，如果对任意的τ ∈ R，ω ∈ Ω，当 tn → ∞时，

xn ∈ D͂ (τ - tn, θ-tnω) ,{D͂ (τ,ω) :τ ∈ R,ω ∈ Ω} ∈ D，
序列{Φ (tn, τ - tn, θ-tnω, xn)}

∞

n = 1
在X中有收敛子列。

定义 1.4 称 K = {K (τ,ω) :τ ∈ R,ω ∈ Ω} ∈ D是Φ的 D -拉回随机吸收集，若对任意的 t ∈ R+，τ ∈ R，
ω ∈ Ω，D͂ ∈ D，存在T = T (D͂, τ,ω) > 0，使得对任意的 t ≥ T，有

Φ (t, τ - t, θ-tω, D͂ (τ - t, θ-tω)) ⊆ K (τ,ω)。 （11）
定义 1.5 称 A = {A (τ,ω) :τ ∈ R,ω ∈ Ω} ∈ D是Φ的 D -拉回随机吸引子，若对任意的 t ∈ R+，τ ∈ R，

ω ∈ Ω，有

1）A (τ,ω)在X上是紧的且A关于F在Ω中是可测的；

2）A是不变的，即Φ (t, τ,ω,A (τ,ω)) = A (t + τ, θtω)；
3）A吸引D中的任意集合，即对任意的 D͂ = {D͂ (τ,ω) :τ ∈ R,ω ∈ Ω} ∈ D，

lim
t → ∞ dH (Φ (t, τ - t, θ-tω, D͂ (τ - t, θ-tω)) ,A (τ,ω)) = 0， （12）

其中dH是X上的Hausdorff半距离。

定理1[5] 令D是X上包含闭的非空子集族，若Φ在X上是D -拉回渐近紧的，且在D上存在一个闭可测

D -拉回随机吸引集K，那么，对任意的τ ∈ R，ω ∈ Ω，Φ在D上存在唯一的D -拉回随机吸引子A有

A (τ,ω) = Ω (K, τ,ω) = ∪
D͂ ∈ D
Ω (D͂, τ,ω)。

2 随机动力系统

本节证明式（1）～（2）的解可以生成随机动力系统，考虑一维Ornstein - Uhlenbeck方程

dz + zdt = dW (t)， （13）
令 A͂ = -Δ，由文献[5]可知，z (θtω) : = -∫-∞0 es ( )θtω (s)ds, t ∈ R,ω ∈ Ω是式（13）的稳态解，且映射 t → z (θtω)关
于 t连续，并且有

lim
t → +∞ e

-γt | z (θ-tω) | = 0，∀γ > 0。
令 v = ut + εu - Q (x) z (θtω)，t ≥ τ，τ ∈ R，则式（1）～（2）等价于下列系统，

du
dt = v - εu + Q (x) z (θtω)， （14）

dv
dt = αΔv + (1 - αε)Δu + εv - (ξ + ε2)u - h (v - εu + Q (x) z (θtω)) + αz (θtω)ΔQ (x)
+ (ε + 1) z (θtω)Q (x) - f (x, u) + g (x, t)， （15）

初值为

247



2021年海南师范大学学报（自然科学版）

u (τ, τ, x) = u0 (x) , v (τ, τ, x) = v0 (x)， （16）
即

{ ϕ + Λϕ = G ( )ϕ, θtω, t , t ≥ τ
ϕ ( )τ,ω = ϕ0 ( )ω = ( )u0, u1,0 + εu0 ( )x - z ( )θtω Q ( )x

， （17）

其中，

ϕ = (u, v) T, Λ = ( )εI -I
A͂ ( )1 - αε + ( )ξ + ε2 I αA͂ - εI ，

G (ϕ, θtω, t) = ( )Q ( )x z ( )θtω

-f ( )x, u + g ( )x, t + ( )1 + ε z ( )θtω Q ( )x + αz ( )θtω ΔQ ( )x - h ( )v - εu + zQ ( )x
。

令E (Rn) = H 1 (Rn) × L2 (Rn)，其范数为

 Φ H1 ( )Rn × L2 ( )Rn
= ( ∇u 2 +  u 2 +  v 2) 1/2，Φ = (u, v) T ∈ E (Rn)。 （18）

引理2.1[4] 对任意ε > 0，有缓增随机变量k:Ω ↦ R+，使得对任意的 t ∈ R，ω ∈ Ω，

 Q ( )x z ( )θtω ≤ eε || t k (ω) Q ,
 ∇Q ( )x z ( )θtω ≤ eε || t k (ω) ∇Q ,
 ΔQ ( )x z ( )θtω ≤ eε || t k (ω) ΔQ ,

其中

e-ε || t k (ω) ≤ k (θtω) ≤ eεtk (ω)。
如同文献[5]中的证明，有如下引理：

引理 2.2 令ϕ (t + τ, τ, θ-τω,ϕ0) = (u (t + τ, τ, θ-τω, u0) , v (t + τ, τ, θ-τω, v0)) T，其中ϕ0 = (u0, v0) T，且式（3）
～（7）成立，则对任意的ω ∈ Ω，τ ∈ R，ϕ (τ, τ,ω,ϕ0) = ϕ0 ∈ E (Rn)，式（14）～（16）在E (Rn)上存在唯一解ϕ ( ⋅
, τ,ω,ϕ0) ∈ C ([ τ, + ∞) ,E (Rn))，且该解连续依赖于初值ϕ0，此时式（1）～（2）的解生成连续的随机动力系统

Φ:R+ × R × Ω × E (Rn)→ E (Rn)，
Φ (t, τ,ω,ϕ0) = ϕ (t + τ, τ, θ-τω,ϕ0) ,∀ (t, τ,ω,ϕ0) ∈ R+ × R × Ω × E (Rn)。 （19）

3 解的一致估计

为证明D -拉回随机吸收集的存在性以及随机动力系统Φ的D -拉回渐近紧性，下面对式（14）～（16）
的解进行一致估计。

引理 3.1 设Q (x) ∈ H 1 (Rn)，假设（H1）～（H3）成立，则对任意的 τ ∈ R，ω ∈ Ω，存在一个缓增随机向量

M0 (ω)，使得对任意的B ∈ D (E)，存在T = T (τ,ω,B) ≥ 0，使得当 t ≥ T时，有



 


Φ ( )t, τ - t, θ-τω,ϕτ - t ( )θ-τω
E
≤ M0 (ω) ,∀t ≥ T (τ,ω,B)。 （20）

证明 将式（17）与ϕ (r)在E (Rn)中作内积可得

1
2
d
dt  ϕ ( )r

2
E
+ (Λϕ,ϕ)

E

= (z (θr - τω)Q (x) , u) 1 + (f (x, u) , v) + (g (x, r) + (1 + ε)Q (x) z (θr - τω) , v)
+(αz (θr - τω)ΔQ (x) , v) - (h (v - εu + Q (x) z (θr - τω)) , v)。 （21）

现对式（21）逐项进行估计。应用Cauchy不等式可得
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(z (θr - τω)Q (x) , u) 1 ≤
2
ε  z ( )θr - τω Q ( )x

2
1
+ ε8  u 2

1， （22）
(αz (θr - τω)ΔQ (x) , v) ≤ α z ( )θr - τω ∇Q ( )x

2
1
+ α4  ∇v 2

1， （23）
(g (x, t) + (1 + ε) z (θr - τω)Q (x) , v) ≤ 1α é

ë
ê g ( )x, r 2 + (1 + ε) 2  z ( )θr - τω Q ( )x

2ù
û
ú + α4  v 2

。 （24）
由式（14）可知

(f (x, u) , v) = ddt ∫RnF (x, u)dx + ε (f (x, u) , u) - (f (x, u) , z (θr - τω)Q (x))。 （25）
由文献[4]可知

(Λϕ,ϕ)
E
≥ ε2 ( u 2

1 +  v 2) + α2  v 2
。 （26）

应用假设（H1）以及Cauchy不等式可得

(f (x, u) , v) ≥ c2 ∫
Rn
F (x, u)dx + ∫

Rn
φ2dx ,

(f (x, u) , z (θr - τω)Q (x)) ≤ ∫
Rn
( )c1 || u γ + φ1 ⋅ | z (θr - τω)Q (x) |dx

≤ 12  φ1
2 + 12  z ( )θr - τω Q ( )x

2 + εc12c3 ∫RnF ( )x, u dx
+ εc12c3 ∫Rn φ3 ( )x dx + c z ( )θr - τω Q ( )x

γ + 1
H1

。

由假设（H2）可得

(h (v - εu + Q (x) z) , v) = (h (v - εu + Qz) - h (0) , v)
= h′(ϑ) (v - εu + Q (x) z, v)
≥ β1  v 2 + β1 (Q (x) z (θtω) , v) - β2ε (u, v)， （27）

其中 ϑ 在 0和 v - εu + Qz 之间。 (ε + 1) (Q (x) z (θtω) , v) - β1 (Q (x) z (θtω) , v) = (ε - β1 + 1) (Qz (θtω) , v) ≤
α
4  v 2

1 + 1α  Qz ( )θtω
2
。将式（22）～（27）代入式（21），对 r ≥ τ - t，有

1
2
d
dt
é
ë
ê ϕ ( )r

2
E
+ 2 ∫

Rn
F (x, u)dxù

û
ú + ε4  ϕ ( )r

2
E
+ α4  v 2

1 + εc22 ∫RnF (x, u)dx
≤ c3 (1 +  z ( )θr - τ Q ( )x

2 +  z ( )θr - τ ∇Q ( )x
2 +  z ( )θr - τ Q ( )x

γ + 1
H1 ) + 1α  g 2

。 （28）
在式（28）两边同乘 eσt，并在[ τ - t,τ ]上积分，可得

eστ ( ϕ ( )τ, τ - t,ω,ϕ0 2
E ( )Rn

+ 2 ∫
Rn
F ( )x,u ( )τ, τ - t,ω, u0 dx) + ε2 ∫τ - tτ

eσs  ϕ ( )s, τ - t,ω,ϕ0 2
E ( )Rn
ds

+α2 ∫τ - tτ  v ( )s,τ - t,ω, v0 2
1
ds

≤ eσ ( )τ - t ( ϕ0
2
E ( )Rn

+ 2 ∫
Rn
F (x, u0)dx) + c ∫τ - tτ

eσs (1 +  z ( )θsω Q
2 +  z ( )θsω ∇Q 2 +  z ( )θsω Q

γ + 1
H1 )ds

+ 2
α ∫τ - tτ

eσs  g ( )x, s 2ds。 （29）
用θ-τω代替ω，则由式（29）可得

 ϕ ( )τ, τ - t, θ-τω,ϕ0 2
E ( )Rn

+ 2 ∫
Rn
F ( )x, u ( )τ, τ - t, θ-τω, u0 dx

+ ε2 ∫τ - tτ

eσ ( )s - τ  ϕ ( )s, τ - t, θ-τω,ϕ0 2
E ( )Rn
ds + α2 ∫τ - tτ

eσ ( )s - τ  v ( )s, τ - t, θ-τω, v0 2
1
ds
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≤ c ∫-t0 eσs ( )1 +  z ( )θsω Q
2 +  z ( )θsω ∇Q 2 +  z ( )θsω Q

γ + 1
H1

ds
+ 2
α ∫-∞τ eσ ( )s - τ  g ( )x, s 2ds + e-σt ( ϕ0

2
E ( )Rn

+ 2 ∫
Rn
F (x, u0)dx)。 （30）

令ε = σ
2 ( )γ + 1 ，由引理2.1可得

∫-t0 eσs ( )1 +  z ( )θsω Q
2 +  z ( )θsω ∇Q 2 +  z ( )θsω Q

γ + 1
H1

ds
≤ ∫-∞0 eσs/2 (k2 (ω) ( ∇Q ( )x

2 +  Q ( )x
2) + kγ + 1 (ω) ( ∇Q ( )x

γ + 1 +  Q ( )x
γ + 1))ds < ∞。 （31）

应用式（3）～（4），有
∫
Rn
F (x,u0)dx ≤ c ( )1 +  u0 2 +  u0 γ + 1

H1
， （32）

因为ϕ0 = (u0, v0) T ∈ D͂ (τ - t, θ-tω)，故有

lim
t → +∞ e

-σt ( ϕ0
2
E ( )Rn

+ 2 ∫
Rn
F (x, u0)dx) = 0， （33）

所以存在T = T (τ,ω,B) > 0，使得当 t ≥ T时，有

e-σt ( ϕ0
2
E ( )Rn

+ 2 ∫
Rn
F (x, u0)dx) ≤ ε。 （34）

令 M0 = c + c ∫-t0 eσs ( )1 +  z ( )θsω Q
2 +  z ( )θsω ∇Q 2 +  z ( )θsω Q

γ + 1
H1

ds + c ∫-xt eσ ( )s - τ  g ( )x, s 2ds，因 此 ，

由假设（H3）、式（32）和式（34）可知结论成立。

由上述结论可得以下引理。

引理3.2 设Q (x) ∈ H 1 (Rn)，假设（H1）～（H3）成立，则定义在E (Rn)上的连续动力系统Φ (t, τ,ω,ϕ0)有
随机拉回吸收集B = {B (τ,ω) :τ ∈ R,ω ∈ Ω} ∈ D，其中B (τ,ω)定义为

B (τ,ω) = {ϕ ∈ E (Rn) : ϕ
E ( )Rn

≤ M0 (ω)}。
令ρ是光滑函数，对任意的 s ∈ R，有0 ≤ ρ (s) ≤ 1，且

ρ (s) = {0, 0 ≤ s ≤ 11, || s ≥ 2 ， （35）
则存在正常数μ1，μ2，使得对任意的 s ∈ R，| ρ′(s) | ≤ μ1，| ρ″(s) | ≤ μ2。给定 r ≥ 1，记Qr = {x ∈ Rn:| x | ≤ r}及Qr的

补集Rn \Qr。为得到Rn上解的渐近紧性，先证如下引理。

引理3.3 假设（H1）～（H3）成立，则对任意的ε > 0，τ ∈ R，ω ∈ Ω，存在 T̂ > 0，R̂ ≥ 1，使得当 t ≥ T̂，r ≥ R̂
时，有



 


Φ ( )t, θ-tω,ϕ0 ( )θ-tω
2

E ( )Rn \Qr
≤ ε。 （36）

证明 将式（15）与ρ ( || x 2

r2 ) v在E (Rn)上作内积，可得

1
2
d
dt ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2
| v |2dx = α ∫

Rn
ρ ( || x 2

r2 ) v ⋅ Δvdx + (1 - αε)∫Rn ρ ( || x 2

r2 ) v ⋅ Δudx
- (ξ + ε2)∫

Rn
ρ ( )|| x 2

r2
uvdx - ∫

Rn
ρ ( )|| x 2

r2
h (v - εu + Q (x) z (θtω)) vdx
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-∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
f (x, u) vdx + ∫

Rn
ρ ( )|| x 2

r2
g (x, t) vdx

+(1 + ε)∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
v ⋅ Qz (θtω)dx + α ∫

Rn
ρ ( )|| x 2

r2
z (θtω) ⋅ ΔQ ⋅ vdx， （37）

注意到

α ∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
v ⋅ Δvdx = -α ∫

Rn
ρ ( )|| x 2

r2
| ∇v |2dx， （38）

α ∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
v ⋅ Δvdx = -α ∫

Rn
ρ ( )|| x 2

r2
| ∇v |2dx，

≤ 2 c ( )αε - 1
r ( ∇u 2 +  v 2) + αε - 12

d
dt ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2
| ∇u |2dx

+ε (αε - 1)∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
| ∇u |2dx， （39）

∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
uvdx ≥ 12

d
dt ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2
| u |2dx + ε2 ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2
| u |2dx

-∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2 |Qz (θtω) |2dx， （40）

∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
h (ut + εt - Q (x) z (θtω)) vdx ≤ α4 ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2
| v |2dx + 1

α ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2
| z |2dx， （41）

(1 + ε)∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
v ⋅ Qzdx ≤ 1 + ε2α ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2 (Q (x) z (θr - τω)) 2dx

+α ( )1 + ε
2 ∫

Rn
ρ ( )|| x 2

r2
| v | 2dx， （42）

α ∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
z (θtω)ΔQ (x) ⋅ vdx ≤ α2 ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2 | z (θtω) ⋅ Q |2dx + α2 ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2
| v |2dx， （43）

∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
f (x, u) vdx = ddt ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2
F (x, u)dx + ε ∫

Rn
ρ ( )|| x 2

r2
f (x, u)udx

-∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
f (x, u)Q (x) z (θtω)dx, （44）

由式（37）～（44）可得

1
2
d
dt ∫Rn ρ ( )|| x 2

r2 (| v |2 + (1 - αε)| ∇u |2 + (ξ + ε2)| u |2 + 2F (x, u))dx + ∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2
3α + ε
2 | v |2dx

≤ 2 c ( )αε - 1
r ( ∇u 2 +  v 2) + c ∫

Rn
ρ ( || x 2

r2 ) (1 + |Qz (θtω) |2 + | ∇Qz (θtω) |2 + |Qz (θtω) |γ + 1)dx
+ 1
α ∫Rn ρ ( || x 2

r2 ) g ( )x, t dx。 （45）
令X = | v |2 + (ξ + ε2)| u |2 + (1 - αε)| ∇u |2，则式（45）可化为

d
dt ∫Rn ρ ( || x 2

r2 ) ( )X + 2F dx + ε ∫
Rn
ρ ( || x 2

r2 ) ( )X + 2F dx
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≤ c ∫
Rn
ρ ( || x 2

r2 ) (1 + |Qz (θtω) |2 + | ∇Qz (θtω) |2 + |Qz (θtω) |γ + 1 + | g (x, t) |2)dx
+ 2 c

r ( ∇u 2 +  v 2)。 （46）
在式（46）两边同乘 eαt，并在[ τ - t, τ ]上积分得

∫
Rn
ρ ( || x 2

r2 ) ( )X ( )τ, τ - t,ω,X0 + 2F ( )x, u ( )τ, τ - t,ω, u0 dx

≤ e-εt ∫
Rn
ρ ( || x 2

r2 ) ( )X0 + 2F ( )x, u0 dx + 2 c
r ∫τ - tτ

eε ( )s - τ ( ∇u ( )s, τ - t,ω, u0 2 +  v ( )s, τ - t,ω, v0 2)ds
+c ∫

τ - t
τ

eε ( )s - τ ∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2 (1 + |Qz (θtω) |2 + | ∇Qz (θtω) |2 + |Qz (θtω) |γ + 1 + | g (x, t) |2)dxds。 （47）
用θ-τω代替ω，式（47）可化为

∫
Rn
ρ ( || x 2

r2 ) ( )X ( )τ, τ - t, θ-τω,X0 + 2F ( )x, u ( )τ, τ - t, θ-τω, u0 dx

≤ e-εt ∫
Rn
ρ ( || x 2

r2 ) ( )X0 + 2F ( )x, u0 dx + 2 c
r ∫τ - tτ

eε ( )s - τ  ∇u ( )s, τ - t, θ-τω, u0 2ds

+ 2 c
r ∫τ - tτ

eε ( )s - τ  v ( )s, τ - t, θ-τω, v0 2ds。 （48）
由ϕ0 (θ-tω) ∈ B (θ-tω)和式（32）知，存在 T͂1 = T͂1 (B, ε,ω) > 0，使得对任意的 t > T͂1，有

e-αt ∫
Rn
ρ ( || x 2

r2 ) ( )X0 + 2F ( )x, u0 dx ≤ ε。 （49）
由引理3.1知，存在 T͂2 = T͂2 (B, ε,ω) > 0，R͂1 = R͂1 (ε,ω) > 1，对 t > T͂2，r > R͂1，有

c
r ∫τ - tτ

eα ( )s - τ ( ∇u ( )s, τ - t, θ-τω, u0 2 +  v ( )s, τ - t, θ-τω, v0 2)ds ≤ ε。 （50）
应用引理2.1知，取ε = σ

2 ( )γ + 1 ，则存在 T͂3 = T͂3 (ε,ω) > 0，R͂2 (ε,ω) > 1，当 t > T͂3，r > R͂2时，有

c ∫-∞0 ∫ || x ≥ r
eσs ( ) Qz ( )θsω

2 +  ∇Qz ( )θsω
2 +  Qz ( )θsω

γ + 1
H1

dx ds ≤ ε。 （51）
由假设（H3）可得，存在 R͂3 = R͂3 (ε, τ) > 1，使得对任意的 r > R͂3，有

c ∫-∞τ eσs ∫ || x ≥ r
|| g ( )x, s 2dxds ≤ ε。 （52）

令 T͂ = max{T͂1, T͂2, T͂3}，R͂ = max{R͂1, R͂2, R͂3}，结合上式，对任意的 t > T͂，r > R͂，有
∫
Rn
ρ ( )|| x 2

r2 (X (τ, τ - t, θ-τω,X0) + 2F (x, u (τ, τ - t, θ-τω, u0)))dx ≤ cε。
令 ρ̂ = 1 - ρ，给定 r ≥ 1，且令

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

û ( )t, τ,ω, û0 = ρ̂ ( )|| x 2

r2
u ( )t, τ,ω, u0

v̂ ( )t, τ,ω, v̂0 = ρ̂ ( )|| x 2

r2
v ( )t, τ,ω, v0

， （53）

则 ϕ̂ (t, τ,ω, ϕ̂0) = (û (t, τ,ω, û0) , v̂ (t, τ,ω, v̂0)) T是式（14）～（16）在有界域Q2r上的解。
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将式（14）、（15）与ρ ( || x 2

r2 )相乘，并结合式（53），有
ì

í

î

ïï
ïï

dû
dt = v̂ - εû + ρ̂Q ( )x z ( )θtω

dv̂
dt = αΔv̂ + ( )1 - αε Δû + εv̂ - ( )ξ + ε2 û + ( )1 + ε ρ̂Qz + αρ̂zΔQ - ρ̂h - ρ̂f + ρ̂g - uΔρ̂ - 2∇ρ̂∇u

。 （54）

考虑Q2r上的特征问题-Δû = λû, û|∂Q2r = 0，则存在一族特征函数{ei}
i ∈ N以及相应的特征值{λi}

i ∈ N满足

λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λ i ≤ ⋯,λ i → ∞ (i → ∞)，且 {ei}
i ∈ N 是 L2 (Q2r) 上 的 一 组 标 准 正 交 基 。 给 定 n，令 Xn =

span{e1, e2,⋯, en}，Pn:L2 (Q2r)→ Xn是投影算子。

引理 3.4 假设（H1）～（H3）成立，令{B (ω)} ∈ D，ϕ0 (ω) ∈ B (ω)，则对任意的ε > 0，R̂ = R̂ (ε,ω) ≥ 1，T̂ =
T̂ (B, ε,ω) > 0，N = N (ε,ω) > 0，使得当 t ≥ T̂，r ≥ R̂，n ≥ N时，有



 


( )I - Pn ϕ̂ ( )t, θ-tω,ϕ0 ( )θ-tω
2

E ( )H2r
≤ ε。 （55）

证明 令 ûn,1 = Pnû，ûn,2 = (I - Pn) û，v̂n,1 = Pn v̂，v̂n,2 = (I - Pn) v̂，由式（55）可得

v̂n,2 = dûn,2dt + εûn,2 - Q (x) z (θtω)。
在式（54）两边作用算子 I - Pn，再与 v̂n,2在L2 (Q2r)上作内积得

1
2
d
dt  v̂n,2

2 = ε v̂n,2 + α ∇v̂n,2 + (1 - αε) (Δûn,2, v̂n,2) - (ξ + ε2) (ûn,2, v̂n,2) - (I - Pn) ρ̂ (h, v̂n,2)
-(ρ̂f, v̂n,2) + (ρ̂g, v̂n,2) + (ρ (1 - ε)Qz + ραzΔQ, v̂n,2) - (uΔρ + 2∇ρ∇u, v̂n,2)。 （56）

对式（56）的各项进行估计，

(ûn,2, v̂n,2) = (ûn,2, dûn,2dt + εûn,2 - Q (x) z (θtω))
≥ 12

d
dt  û n,2

2 + ε4  û n,2
2 - 1

ε
Q (x) z ( )θtω

2 ⋅  ûn,2
2
， （57）

(Δûn,2, v̂n,2) = -(∇ûn,2,∇ ( dûn,2dt + εûn,2 - Q (x) z (θtω)))
≤ - 12

d
dt  ∇ûn,2 2 - ε ∇ûn,2 2 + ∇Q (x)| ∇ûn,2 || z (θtω) |。 （58）

由Young不等式可推得

(αρ̂zΔQ (x) , v̂n,2) ≤ α2  ( )I - Pn z ( )θtω Q ( )x
2 + α2  v̂n,2

2
，

(ρ̂f (x, u) , v̂n,2) = ddt (ρ̂f (x, u) , ûn,2) - (ρ̂fut, ûn,2) + ε (ρ̂f, ûn,2) - (ρ̂f, (I - Pn)Qz)
≥ ddt (ρ̂f (x, u) , ûn,2) -

α
4  ∇ûn,2 2 - λ- 12n + 1  ut 2 - λγ - 3

2
n + 1  ut 2

 u 2γ - 2
H1 + ε (ρ̂f, ûn,2)

- u γ

H1  ( )I - Pn ρ̂Qz ( )θtω -  ( )I - Pn ρ̂Qz ( )θtω ， （59）
(I - Pn) ρ̂ (h (v - εu + Qz)) ≥ β1  v̂n,2

2 + β1 (ρ̂z (θtω)Q,v̂n,2) - β2ε (ûn,2, v̂n,2)，
(ρ̂g (x, t) ,v̂ n,2) ≤  ( )I - Pn ρ̂g ( )x, t 2 + β1 - ε8  v̂n,2

2-( )uΔρ̂ + 2∇ρ∇u, v̂n,2
≤ c
r4
 u 2 + c

r2
 ∇u 2 + β1 - ε4  v̂n,2

2
。 （60）
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由式（56）～（60）可得

d
dt ( ϕ̂n,2

2
E ( )Q2r

+ 2 (ρ̂f (x, u) , ûn,2)) + ε ( ϕ̂n,2
2
E ( )Q2r

+ 2 (ρ̂f (x, u) , ûn,2))
≤ 3α4  ∇ûn,2 2 + | ∇Q (x) || ∇ûn,2 | ⋅ | z | - 1

2ε Q (x) z 2  ûn,2
2 + c

r4
 u 2 + c

r2
 ∇u 2

+λ- 12n + 1  ut 2 + λγ - 3
2

n + 1  ut 2
 u 2γ - 2

H1 +  u γ

H1  ( )I - Pn ρ̂Qz +  ( )I - Pn ρ̂zQ +  ( )I - Pn ρ̂g 2
。 （61）

由1 ≤ γ ≤ 3，λn → ∞可知，存在 N̂1 = N̂1 (ε) > 0，R̂1 = R̂1 (ε) > 0，使得对任意的n ≥ N̂1，r ≥ R̂1，有
d
dt ( ϕ̂n,2

2
E ( )Q2r

+ 2 (ρ̂f (x, u) , ûn,2)) + ε ( ϕ̂n,2
2
E ( )Q2r

+ 2 (ρ̂f (x, u) , ûn,2))
≤ c
r4
 u 2 + c

r2
 ∇u 2 + c ( )I - Pn ρ̂g ( )x, t 2 + c u γ

H1  ( )I - Pn ρ̂Q ( )x z ( )θtω

+cε (1 + | z (θtω)Q (x) |2 +  ut 6 +  u 6
H1)。 （62）

在式（62）两边同乘 eαt，并在[ τ - t, τ ]上积分，对任意的n ≥ N̂1，r ≥ R̂1，有
 ϕ̂n,2 ( )τ, τ - t,ω, ϕ̂n,2,0

2

E ( )Q2r
+ 2 (ρ̂f (x, u (τ, τ - t,ω, u0)) , ûn,2 (τ, τ - t,ω, ûn,2,0))

≤ e-αt ( ϕ̂n,2,0
2
E ( )Q2r

+ 2 (ρ̂f (x, u0) , ûn,2,0)) + c ∫τ - tτ

eα ( )s - τ  ( )I - Pn ρ̂g ( )x, s 2ds
+ c
r4 ∫τ - tτ

eα ( )s - τ  u ( )s, τ - t,ω, u0 2ds + c
r2 ∫τ - tτ

eα ( )s - τ  ∇u ( )s, τ - t,ω, u0 2ds
+cε ∫

τ - t
τ

eα ( )s - τ (1 + | z (θtω)Q (x) |2 +  ut 6 +  u 6
H1)ds。 （63）

用θ-τω代替ω，则式（63）可化为

 ϕ̂n,2 ( )τ, τ - t, θ-τω, ϕ̂n,2,0
2

E ( )Q2r
+ 2 (ρ̂f (x, u (τ, τ - t, θ-τω, u0)) ,ûn,2 (τ, τ - t, θ-τω, ûn,2,0))

≤ e-αt ( ϕ̂n,2,0
2
E ( )Q2r

+ 2 (ρ̂f (x, u0) , ûn,2,0)) + c ∫-∞τ eα ( )s - τ  ( )I - Pn ρ̂g ( )x, s 2ds
+ c
r4 ∫τ - tτ

eα ( )s - τ  u ( )s, τ - t, θ-τω, u0 2ds + c
r2 ∫τ - tτ

eα ( )s - τ  ∇u ( )s, τ - t, θ-τω, u0 2ds
+cε ∫

τ - t
τ

eα ( )s - τ (1 + | z (θ-tω)Q (x) | +  ut ( )s, τ - t, θ-tω, u0 6 +  u ( )s, τ - t, θ-tω, u0 6
H1)ds。 （64）

应用（H1），且由ϕ0 ∈ D͂ (τ - t, θ-τω) ∈ D可知，当 T̂1 = T̂1 (τ, ε,D,ω) > 0，R̂1 = R̂1 (τ, ε,ω) > 1，使得对任意

的 t > T̂1，r > R̂1，有
e-αt ( ϕ̂n,2,0

2
E ( )Q2r

+ 2 (ρ̂f (x, u0) , ûn,2,0)) ≤ ε。 （65）
由假设（H3），存在 N̂ = N̂ (τ,ω, ε) > 0，使得对任意的n > N̂，有

c ∫-∞τ eα ( )s - τ  ( )I - Pn ρ̂g ( )x, s 2ds ≤ ε。 （66）
由引理2.1知，存在 T̂2 = T̂2 (τ, ε,D,ω) > 0，R̂2 = R̂2 (τ, ε,ω) > 1，使得对任意的 t > T̂2，r > R̂2，有

c
r4 ∫τ - tτ

eα ( )s - τ  u ( )s, τ - t, θ-τω, u0 2ds + c
r2 ∫τ - tτ

eα ( )s - τ  ∇u ( )s, τ - t, θ-τω, u0 2 ds ≤ ε。 （67）
由引理2.1和引理3.1知，存在 T̂3 = T̂3 (τ, ε,D,ω) > 0，使得对任意的 t > T̂3，

∫
τ - t
τ

eα ( )s - τ (| z (θ-tω) |2 +  ut ( )s, τ - t, θ-tω, u0 6 +  u ( )s, τ - t, θ-tω, u0 6
H1)ds < ∞。 （68）
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令 T̂ = max{T̂1, T̂2, T̂3}，R̂ = max{R̂1, R̂2}，结合式（63）～（67）可得，对任意的 t > T̂，r > R̂，n > N̂，有

 ϕ̂n,2 ( )τ, τ - t, θ-tω, ϕ̂n,2,0
2

E ( )Q2r
≤ cε。

由引理3.1～3.4，我们有以下主要结果：

引理3.5 设Q (x) ∈ H 1 (Rn)，假设（H1）～（H3）成立，令{B (ω)} ∈ D且ϕ0 (ω) ∈ B (ω)，则由式（1）～（2）产

生的随机动力系统Φ在E (Rn)上存在唯一的D -拉回随机吸引子

A = {A (τ,ω) :τ ∈ R,ω ∈ Ω} ∈ D。
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