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摘 要：本研究通过证明强极大算子的有界性得到Rn上具有有界Lebesgue测度的开集族具有

Cordoba-Fefferman覆盖性质与它具有有限覆盖性质的等价性，最后给出两个推论：（1）给定由Rn上

某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ，则族ℑ不仅具有有限覆盖性质W1，而且也具有覆

盖性质V1；（2）Rn上所有边平行于坐标轴的n维矩形所组成的集族不仅具有有限覆盖性质Wq，同时

也具有覆盖性质Vq，其中1 ≤ q < ∞。
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An Equivalent Characterization of
Cordoba-Fefferman Covering Property

LIN Qingze
（School of Mathematics，Sun Yat-sen University，Guangzhou 510275，China）

Abstract:In this paper, by proving the boundedness of the strongly maximal operators, the equivalence between the Cor⁃
doba-Fefferman covering property and the finite covering property of open sets with bounded Lebesgue measures on
Rnwere obtained. Finally, two corollaries were given: (1) Given the family ℑ of some open sets with bounded Lebesgue mea⁃
sures in Rn, the ℑ has not only the finite covering property W1, but also the covering property V1; (2) The family of all n-di⁃
mensional rectangles with sides parallel to coordinate axes in Rn has not only the finite covering property Wq, but also the
covering property Vq, where 1 ≤ q < ∞.
Keywords:covering property；strong maximal theorem；finite covering property；boundedness

欧式空间Rn（n ≥ 1）上的乘积理论涉及到多参数的收缩变换，因此导致了关于强极大算子的有界性的

研究[1]：

(Mn f) (x) : = sup
x ∈ R

1
||R ∫R | f (y) |dy，

其中在求上确界时，R取遍Rn上的所有边平行于坐标轴的n维矩形并满足x ∈ R。通过沿坐标轴方向的一维

情形的Hardy-Littlewood极大算子的有界性以及对强极大算子Mn的迭代控制，容易证明强极大算子Mn:
Lp (Rn)→ Lp (Rn)是有界的，其中 1 < p ≤ ∞。当 p = 1时，若 n = 1，则强极大算子Mn退回到Hardy-Littlewood
极大算子的情形，因此可以得到强极大算子Mn是弱（1，1）有界的[2]；如果维数n > 1，则强极大算子Mn一般不

再具有弱（1，1）有界性[1]，取而代之的是强极大算子Mn具有以下形式的弱有界性：对于∀α > 0，都有

| x ∈ Rn:(Mn f) (x) > α | ≤ An ∫Rn || f ( )x
α (1 + (log+ || f ( )x

α )
n - 1) dx，
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其中，An表示一个只与维数n有关的常数，|E |表示集合E ⊂ Rn的Lebesgue测度，即强极大算子Mn是从Orlicz
空间L ( 1 + (log+L) n - 1)到L1,∞上的有界算子[3]。

另一方面，Cordoba和Fefferman利用Rn上有界开集族的覆盖性质首次给出了关于强极大定理的一个深

刻的几何证明，其证明的主要思路依赖于强极大算子Mn的有界性与覆盖性质之间的某种等价关系[4-5]，他们

的工作启发了大量后续的研究[6-9]。本研究将证明Rn上具有有界Lebesgue测度的开集族具有Cordoba-Fe-
fferman覆盖性质当且仅当它具有有限覆盖性质 .
1 极大算子与覆盖性质的定义

为了研究强极大算子Mn的有界性，Cordoba和Fefferman考虑了更一般的集合，将Rn上的边平行于坐标

轴的n维矩形族替换为由某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ，据此构造更一般的极大算子[4-5]：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

( )Mℑ f ( )x : = sup
x ∈ O ∈ ℑ

1
||O ∫O || f ( )y dy , ∀x ∈ ∪

O ∈ ℑ
O ,

( )Mℑ f ( )x : = 0, ∀x ∈ ( )∪
O ∈ ℑ
O

c

。
为了研究极大算子Mℑ的有界性，Cordoba和Fefferman给出了如下覆盖性质的定义：

定义1[5] 由Rn上某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ具有覆盖性质Vq，1 ≤ q < ∞，如果存

在两个常数C, c > 0，使得对于族ℑ中的任何序列{Oi}
∞
i = 1都存在一个子序列{O͂j}

∞
j = 1 ⊂{Oi}

∞
i = 1满足以下两个

条件：

（1） |∪
j = 1

∞
O͂j | ≥ c |∪

i = 1

∞
Oi |；

（2）






∑

j = 1

∞
χO͂j

q

Lq

≤ C |∪
i = 1

∞
Oi |。

利用定义1的覆盖性质，Cordoba和Fefferman证明了：

定理1[5] 给定由Rn上某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ且1 < p ≤ ∞，极大算子Mℑ是弱

（p, p）有界的当且仅当族ℑ具有覆盖性质Vq，其中
1
p
+ 1
q
= 1。

本研究将给出有限覆盖性质的定义：

定义2 由Rn上某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ具有有限覆盖性质Wq，1 ≤ q < ∞，如果

存在两个常数C, c > 0，使得对于族ℑ中的任何有限序列{Oi}
N

i = 1都存在一个子序列{O͂j}
M

j = 1 ⊂{Oi}
N

i = 1满足以下

两个条件：

（1）|∪
j = 1

M

O͂j | ≥ c |∪
i = 1

N

Oi |；
（2）







∑

j = 1

M

χO͂j

q

Lq

≤ C |∪
i = 1

N

Oi |。
容易看出，若由Rn上某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ具有覆盖性质Vq，则该族ℑ具有

有限覆盖性质Wq。同时可以看出，有限覆盖性质Wq要比覆盖性质Vq更容易验证。接下来将证明上述蕴含

关系反过来也成立，这也是本研究最主要的结论。

2 覆盖性质Vq与有限覆盖性质Wq的等价性

定理 2 给定由Rn上某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ且 1 < p ≤ ∞，极大算子Mℑ是弱
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（p,p）有界的当且仅当族ℑ具有有限覆盖性质Wq，其中
1
p
+ 1
q
= 1。

证明 首先假设极大算子Mℑ是弱（p,p）有界的，即Mℑ是从Lp到Lorentz空间Lp,∞的有界算子。对于族ℑ
中的任何有限序列{Oi}

N

i = 1，定义 O͂1: = O1并且假设已经定义好 O͂1, O͂2,…,O͂k - 2,O͂k - 1∈ {Oi}
N

i = 1，现定义 O͂k为序列

{Oi}
N

i = 1中满足如下稀疏性质

| O͂k ∩ (∪
j = 1

k - 1
O͂j) | ≤ 12 | O͂k |

的排在 O͂k - 1之后的第一个元素。由于{Oi}
N

i = 1是有限序列，因此新定义的子序列也是有限序列，记为{O͂j}
M

j = 1。

由于{O͂j}
M

j = 1满足以上的稀疏性质，可以看出

∪
i = 1

N

Oi ⊂ {x ∈ Rn:Mℑ (χ ∪
j = 1
M

O͂j) (x) > 12}。
由于假定极大算子Mℑ是弱（p, p）有界的，因此可以得到

|∪
i = 1

N

Oi | ≤ |{x ∈ Rn:Mℑ (χ ∪
j = 1
M

O͂j) (x) > 12}| ≤ 1
( )1/2 p















χ ∪

j = 1
M

O͂j

p

Lp

= 2p |∪
j = 1

M

O͂j |，
由此证明了有限覆盖性质Wq中的条件（1）。

现在证明有限覆盖性质Wq中的条件（2），即








∑

j = 1

M

χO͂j

q

Lq

≤ C |∪
i = 1

N

Oi |。记F1: = O͂1，Fj: = O͂j \ (∪k = 1
j - 1 O͂k)，j =

1, 2,…,M，现定义如下线性算子：

(Tf) (x) : =∑
j = 1

M ( )1
|| O͂j

∫O͂j f ( )z dz χFj (x)，
记T *为线性算子T的伴随算子，则对于任意的 f ∈ Lp, g ∈ (Lp,∞) *，都有

f,T *g = Tf, g

= ∑
j = 1

M ( )1
|| O͂j

∫O͂j f ( )z dz χFj, g
= ∫

Fj
∑
j = 1

M ( )1
|| O͂j

∫O͂j f ( )z dz ḡ (y) dy
= ∫

O͂j

f (z)∑
j = 1

M ( )1
|| O͂j

∫Fj ḡ ( )y dy dz

= f,∑
j = 1

M ( )1
|| O͂j

∫Fj g ( )y dy χO͂j ，

因此伴随算子T *具有如下表达式：

(T *g) (y) =∑
j = 1

M ( )1
|| O͂j

∫Fj g ( )x dx χO͂j (y)。

首先容易看出，对任意的 x ∈ Rn，都有 | (Tf) (x) | ≤ (Mℑ f) (x)。又由假定Mℑ是从Lp到Lorentz空间Lp,∞的有
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界算子，因此线性算子T也是从Lp到Lorentz空间Lp,∞的有界算子且其算子范数具有与序列{O͂j}
M

j = 1无关的上

界。从而由对偶关系得到伴随算子T *是从Lorentz空间Lq,1到Lq的有界算子[2]，其中
1
p
+ 1
q
= 1。由{O͂j}

M

j = 1的

稀疏性质以及{Fj}
M

j = 1的定义可知，|Fj | ≥ 12 | O͂j |，j = 1, 2,…,M。在伴随算子T *的表达式中取g = χ∪ j = 1
M O͂j

，则

T * (χ∪ j = 1
M O͂j) ≥ 12∑j = 1

M

χO͂j，

因此得到









∑

j = 1

M

χO͂j
Lq

≤ C 












χ ∪

j = 1
M

O͂j
Lq,1

= C ∫ 0∞(dχ ∪
j = 1
M

O͂j

(s))
1/q

ds ≤ C |∪
j = 1

M

O͂j |
1/q
≤ C |∪

i = 1

N

Oi |
1/q
。

反过来，假定族ℑ具有有限覆盖性质Wq，下面证明极大算子Mℑ是弱（p, p）有界的。

如果 q = 1，则此时 p = ∞，极大算子Mℑ是强（∞,∞）有界的，因此也自然是弱（p, p）有界的。以下证明当

1 < q < ∞时的情形。对于任意给定的α ∈ (0, ∞)，记
Oα: = {x ∈ Rn:(Mℑ f) (x) > α}，

容易看出

Oα = ∪{O:O ∈ ℑ, 1 ||O ∫O| f (y) | dy > α}，
因此Oα是开集。对于任意一个紧子集 K ⊂ Oα，都可以找到上面关于Oα的并集表示中的一个有限序列

{Oi}
N

i = 1使得K ⊂{Oi}
N

i = 1。由于族ℑ具有有限覆盖性质Wq，因此存在一个子序列{O͂j}
M

j = 1 ⊂{Oi}
N

i = 1使得

|∪
i = 1

N

Oi | ≤ c-1 |∪
j = 1

M

O͂j | ≤ (cα) -1∑
j = 1

M ∫O͂j || f ( )y dy

≤ (cα) -1 ∫Rn| f (y) |∑j = 1M χO͂j ( )y dy ≤ C
( )cα |∪

i = 1

N

Oi |
1/q
 f

Lp
，

由于|∪
i = 1

N

Oi | < ∞，因此由上式得到

|K | ≤ |∪
i = 1

N

Oi | ≤ (Cc-1) p ( f
Lp

α )
p

。

由于该不等式对于任意的紧子集K ⊂ Oα都一致成立，因此由Lebesgue测度的内正则性可以得到[10]

|Oα | ≤ (Cc-1) p ( f
Lp

α )
p

，

即

|{x ∈ Rn:(Mℑ f) (x) > α}|≤ (Cc-1) p ( f
Lp

α )
p

，

从而得到了极大算子Mℑ的弱（p, p）有界性，证毕。

结合定理1和定理2，可以得到关于Cordoba和Fefferman所定义的覆盖性质Vq与本研究所定义的有限覆

盖性质Wq的等价性：

定理3 给定由Rn上某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ且1 ≤ q < ∞，则族ℑ具有覆盖性

质Vq当且仅当它具有有限覆盖性质Wq。
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由于极大算子Mℑ都是强（∞,∞）有界的，因此可以得到推论：

推论1 给定由Rn上某些具有有界Lebesgue测度的开集所组成的族ℑ，则族ℑ不仅具有有限覆盖性质

W1，而且也具有覆盖性质V1。
已知强极大算子Mn:Lp (Rn)→ Lp (Rn)是有界的，其中1 < p ≤ ∞，由此由定理1和定理2可得到：

推论2 Rn上的所有所有边平行于坐标轴的n维矩形所组成的集族不仅具有有限覆盖性质Wq，同时也

具有覆盖性质Vq，其中1 ≤ q < ∞。
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